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Abstract. This article presents a numerical method with parallelism in time and
investigate its computational feasibility. This numerical method is associated
with problems in the initial condition and boundary condition for partial diffe-
rential equations (evolutionary). Most numerical methods associated with evo-
lutionary partial differential equations and traditionally found in the literature
include only the parallelism in space. The implementation was written in C
language using the MPI library for a cluster with multiple cores. Performance
analysis of obtained results from the experiments reveal a scalable numerical
method and requires little communication among processors.

Resumo. Este artigo apresenta um método numérico com paralelismo no tempo
e investiga a sua viabilidade computacional. Esse método numérico estd asso-
ciado a problemas de condi¢do inicial e de contorno para equagdes diferenciais
parciais (evolutivas). A maioria dos métodos numéricos associados a equa-
coes diferencias parciais evolutivas e tradicionalmente encontrados na litera-
tura contemplam apenas o paralelismo no espaco. A implementacdo foi de-
senvolvida em linguagem C utilizando a biblioteca MPI, para um cluster com
muitiplos cores. A andlise de desempenho dos resultados obtidos com os experi-
mentos revelam um método numérico escaldvel e que exige pouca comunicagdo
entre processadores.

1. Introducao

Muitos fendmenos fisicos sdo modelados matematicamente por equagdes diferenciais par-
ciais (EDP’s). Quando esses fendmenos sao modelados com EDPs em fun¢ao do espaco e
do tempo s@o denominadas EDPs evolutivas. Nesse contexto, € extremamente importante
o paradigma da programacao paralela, pois através dele busca-se otimizar o desempenho
da simulacdo computacional de um dado modelo matematico.

A maioria das pesquisas realizadas no intuito de paralelizar métodos numéricos
associados a EDP’s evolutivas concentram-se na paralelizagdo no espaco. Podemos ci-
tar, por exemplo, a técnica de decomposicao do dominio (domain decomposition — DD),
baseada no paradigma divisdo e conquista (divide-to-conquer) [de Moura 2002].

Podemos encontrar na literatura varias pesquisas realizadas que abordam métodos
numéricos com paralelismo no tempo. Podemos citar, por exemplo, os trabalhos de Lions
etal. (2001) e Maday e Turinici (2002). Nesse artigo propomos um método numérico com
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paralelismo no tempo. A grande vantagem € que para determinar as solu¢des aproximadas
de uma EDP evolutiva num passo de tempo ¢ = n, com n > 1, ndo é necessdrio conhecer
as solucdes intermedidrias, entre os passos de tempot = 1et = n — 1, como ocorre com
os métodos numéricos que contemplam apenas a paralelizacdo espacial.

Usando a EDP da difusao do calor, que € o protdtipo das EDP’s parabdlicas, no
caso unidimensional, e a partir de um método numérico sequencial conhecido, é apresen-
tado nesse trabalho um esquema numérico para EDP’s evolutivas que pode facilmente ser
paralelizado. Nesse esquema ndo hi necessidade de calcular a solu¢do aproximada em
cada ponto interior da malha gerada na discretizagdo do dominio onde a EDP da difusdo
esta definida, como ocorre nos métodos numéricos tradicionalmente encontrados.

2. EDP da Difusao — Solucao Numérica

Considere o problema de condugdo do calor numa barra composta de material homogé-
neo, de seccao reta uniforme e comprimento L, com constante de difusividade térmica
que depende apenas do material. Suponha que a distribui¢ao de temperatura ao longo da
barra seja unidimensional. Nessas condi¢des, € possivel modelar a evolugdo da tempera-
tura considerando a EDP

Ut = QUgg, (1)

onde a fun¢do u = u(x,t) nos dd a temperatura da barra no instante ¢ no ponto x € [0, L],
uy € a derivada de v com relagdo ao tempo ¢ e u,, € a derivada de segunda ordem de
com relagdo a varidvel x, ao longo do comprimento L da barra.

A condicio inicial deve contemplar a distribui¢do da funcio u no inicio do pro-
cesso (quando ¢ = 0). Assim, a condicdo inicial deve ser expressa por uma funcio supos-
tamente conhecida

u(z,0) = f(x), z €0, L]

Quanto as condig¢des de fronteira, consideramos a Condicao de Dirichlet, a saber,

(0, ) = g(t)
{ u(L, ) :%(t) 120

em que g(t) e h(t), sendo fun¢des definidas nos extremos da barra e que dependem apenas
do tempo ¢, sdo supostamente conhecidas.

Resolver computacionalmente a equagao (1) significa, na nossa abordagem, dis-
cretizar o dominio continuo da EDP, gerando entdo uma malha, e obter uma solucio
aproximada U (z, t) por meio de diferengas finitas [Cunha 2003].

Para isso, considere 2 = [0, L] x [0, 7] o dominio de u(z,t) e observe que divi-
dindo o intervalo [0, L] em r partes iguais de comprimento Ax e, de modo anélogo, o in-
tervalo [0, 7] em s partes iguais de comprimento At, é gerada uma malha (r+1) x (s+1).
Dai, fazendo i - Az = z; e n - At = t,,, onde [x;, x;11], com i = 0,...,r — 1, & a i-ésima
parti¢do ao longo do comprimento da barra e [t,,, t,11], comn =0, ..., s — 1, é 0 n-ésimo
espaco de tempo no qual a temperatura evolui, é possivel usar as férmulas de diferencas
finitas que aproximam u., € u;, dadas por

U(.Tifl, tﬂ) - QU(.Ti, tn) + u(xi+17 tn)

(Aa)? 2
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(i, tny1) — u(xi, tn)

At

Para determinar o esquema explicito de solugdes aproximadas para a EDP da di-
fusdo, basta substituir (2) e (3) em (1) obtendo
U(.’I/’i, tn—&-l) - U(.’I/’z, tn) o OCU(xi_h tn) - ZU(xzv tn) + U<xi+1; tn) (4)
At B (Ax)? ’
onde U(z;,t,) é a solu¢do aproximada no ponto (x;,t,) com erro de truncamento da
ordem de O(At + (Az)?) [Cunha 2003],[Estacio 2005].

Reescrevendo (4) com U (z;, t,,+1) explicitado em fun¢do dos demais termos, de-

notando (Zifz = )\ e simplificando a notagdo U (x;, t,,) por U, obtém-se

3)

(i, ty,) =

UMY = AU, + (1= 20U + AU, &)

que nos fornece uma aproximagdo da temperatura da barra no (n + 1)-ésimo passo de
tempo, em x;, em funcdo das aproximagdes obtidas em z;_1, x; € T;11, N0 n-ésimo passo
de tempo.

2.1. Solu¢io Numérica Paralelizavel
O esquema numérico explicito expresso por (5) pode ser representado matricialmente por
Ut = AU™ + \b", (6)

onde
1—-2\ A

A 1—-2X\ :
A= 0 0

: - A 1—=2)\ A
0 0 A 1—-2\

é matriz tridiagonal Toeplitz! (r — 1) x (r —1) e

> O
o

U{”i up
Untt = Ue U = vg

n+1 n
Ur—l Ur—l

Observe que b" também deve possuir r — 1 entradas, sendo no maximo a primeira
e ultima ndo nulas [Cunha 2003],[Baolin and Wenzhi 1994].

Expressando (6) em funcdo dos valores iniciais da temperatura ao longo da barra,
dados por U? = f(x;),comi = 1,....r — 1, e da evolugdo da temperatura nos extremos
da barra, obtidos por meio de U}' = ¢(t,,) e U = h(t,,), obtém-se

Un+1 _ AnJrlUO—*—)\ZAkbnik, (7)

k=0

'"Uma matriz quadrada M ¢ dita matriz de Toeplitz se em cada diagonal todos os seus elementos sdo
iguais.
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emque A"t =A-A. A Al=Ae A" = 1.
—_—
n+1
Observe que AP, com p = 0,...,n + 1, representa uma poténcia matricial de
A enquanto U° representa o vetor completo de condigdes iniciais. Note também que

bk = [g(tn—k)v 07 ) 0’ h(tn_k)>T

Fica assim definida uma solu¢do numérica, dada pela equacdo (7), que pode
ser paralelizada, pois depende somente dos valores de temperatura dados por U° e por
cada b" % com k = 0,...,n. Estes sdo valores obtidos por meio de fun¢des supos-
tamente conhecidas. No entanto, embora o esquema explicito expresso por (7) seja
computacionalmente simples, ele apresenta uma restricio. O passo de tempo At deve
ser necessariamente muito pequeno para que o método seja convergente, uma vez que,
conforme a condicdo de Courant-Friedrichs-Levy (ou condi¢cdo CFL), o processo € es-

tivel somente para A = 2L < 1 Além disso, o particionamento em x deve

(Az)? = 2
ser suficientemente fino — gerando um Az muito pequeno — para que as aproxima-
coes das derivadas em z, por meio de diferencas finitas, possuam suficiente precisiao

[Cunha 2003],[de Moura 2002],[Juncosa and Young 1957].

3. O Método Explicito em Paralelo

Quanto ao algoritmo para calcular as poténcias de A, foi adotado o algoritmo usual de
multiplicacdo de matrizes. Tal escolha, embora seja conhecido que esse algoritmo ¢é da
ordem de O(n?) e que existem algoritmos mais rdapidos como o algoritmo de Strassen
(da ordem de O(n*%°7)) [Kog and Gan 1992],[Hattori et al. 2005],[Gilbert et al. 2010], é
motivada pela simplicidade em paralelizar esse algoritmo e pela significativa redu¢do no
nimero de multiplicacdes e adi¢cdes efetuadas devido ao fato de ser a matriz A tridiagonal
e portanto esparsa.

Com relacdo as poténcias de A, expressas pelo produto matricial A*¥ x A, com

k =0, ...,n, ndo é dificil mostrar que cada j-ésimo elemento de A¥ x A pode ser expresso
por

(AF x A); = x-alP)

i(j—1

(k) (k)
yH (L =20) “ag;” + A ai)

®)

j=1,.r=1, i=1..r—1 aP =0 ¢ a¥ =0

em que az(-j) é 0 j-ésimo elemento da matriz linha A¥.

Com base em (8) é imediato notar que o produto A* x A é da ordem de O(n?).

Além do produto matriz-matriz ha também na equacao (7) o produto matriz-vetor,
dado por A¥b"*. Também nio é dificil mostrar que cada elemento de A¥b"~* pode ser
expresso por

At = o) Ul 7
)
it=1,...,r—1, 1<k<n

em que Ul = g(t,_x) e UM% = h(t, ).
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Conhecendo (8) e (9) é possivel expressar (7) de maneira pontual. Com efeito, é
possivel expressar U;"*! por meio de

n n k n— k n— n
UM =20+ A (aly) - Up T+ al) ) UR R + AT, (10)
k=1
com
1=1,...,r—1
=Ur, W=..=b,=0 e b, =0U"

Uy ™" =g(tuk) e UPF=h(tnr)

A grande vantagem do esquema numérico encontrado € que, em virtude de seu
cardter pontual, pode-se calcular apenas as solugdes que, de fato, sejam procuradas, sem
precisar calcular as demais solu¢des, como acontece em (5).

3.1. O Algoritmo Paralelo

A ideia bésica no algoritmo paralelo proposto é fazer com que cada processador calcule
o mesmo nimero de solugdes U""*. Assim, o cdlculo de cada solugdo U;"™*, por seu
respectivo processador, pode ser expresso da seguinte maneira:
1. Calcule \b}. Na verdade, quando ¢« = 2,...,7 — 2, basta considerar \b]' = 0
enquanto AbY = X - g(t,,) e AbI'_; = X\ - h(ty,);
2. Calcule A\, (az(-f) -Ug“k+a§é?,1) -U"*) e some a \b!", observando que para k =
2, ..., n, deve-se executar primeiro (8), calculando cada (A~ x A); e encontrando
entdo AF;
3. Por fim, conhecendo A7, do item anterior, deve-se executar novamente (8) e obter
A = A7 x A, afim de encontrar A7 U°, onde U? = f(x;), e somar ao resul-
tado obtido parcialmente no item anterior, determinando ento a solugdo U;**'.

Este algoritmo, quando executado sequencialmente, tem complexidade computa-
cional da ordem de O(n?).

alt
(Az)?
explicito dado por (5), para que se tenha a garantia de estabilidade do esquema numérico

proposto em (10).

Deve-se lembrar que ha uma restricdo (A =

< 1), inerente ao método

Sabendo que Ar = £, At = % e 28t < %, nao é dificil mostrar que

r?

(11)
Sea=1,T =20, r = 4000 e L = 50, por exemplo, entdo s > 256000.

4. Resultados e Discussoes

Nesta secao € apresentado um problema de valores inicial e de contorno para uma EDP da
difusdo do calor. Nesse problema constam os dados explicitos de entrada que devem ser
usados no programa baseado no algoritmo apresentado. Ha também uma breve descricao
dos ambientes de execuc¢do usados para desenvolver e submeter o programa do esquema
numérico proposto. Alguns resultados obtidos com a execucdo do programa baseado no
algoritmo apresentado na sec¢do anterior sdo apresentados e analisados nesta secao.
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4.1. O Problema Proposto

Considere o seguinte problema de valores inicial e de contorno para a EDP que representa
a difusao do calor numa barra composta de material homogéneo, de seccio reta uniforme
e comprimento . = 50 cm, com constante de difusividade térmica o = 1 ch?’ que
depende apenas do material:

¢ (x,t) € (0,50) x (0, +00)
(2,0) = f(x) =40 — 22 + 0,042, =z € [0, 50]
uw(0,t) =g(t) =40+t¢t, t>0
(50,¢) = h(t) = 40 + 0,5, >0

Na implementac¢do do algoritmo referente ao esquema numérico proposto fo-

ram considerados os valores minimos de s (veja inequagdo 11), que € o caso em que

A = 28l — 1 Nesse caso, a diagonal principal da matriz A é zerada e, sendo as-
(Ax) 2

sim, é possivel (e conveniente) simplificar a relacdo dada por (8). Neste caso, € possivel
reescrever cada elemento A¥ x A por

k k
(AF x A); =X\~ (al(.(]?il) + ag(j)ﬂ))
(12)

(k)

j=1,.r=1, i=1..r—1, aP =0 e a¥ =0

ir T

4.2. Ambientes de Programacao

O programa baseado no algoritmo apresentado na Secao 3, em suas versoes paralela e se-
quencial, foi desenvolvido na linguagem C, utilizando a biblioteca de programacao para-
lela MPI [Quinn 2003]. A complexidade computacional da versdo sequencial é da ordem
de O(n?). O programa foi desenvolvido num cluster do Instituto de Matemética e Esta-
tistica da Universidade do Estado do Rio de Janeiro (IME/UERJ), com 8 processadores.

Ja os testes para investigar o desempenho computacional do algoritmo proposto
foram realizados no computador Uranus (SGI Altix ICE 8400) do Nicleo Avangado de
Computagao de Alto Desempenho da Universidade Federal do Rio de Janeiro (NACAD-
UFRIJ). No Uranus, os arquivos das versdes sequencial e paralela foram compilados com
0 GCC e a diretiva de compilagdo —O.

O Uranus possui 128 CPUs com 640 cores e 64 nds de processamento. Utiliza
os compiladores Intel e GNU com suporte as principais versdes MPI como OpenMPI. Os
testes de desempenho foram realizados em 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 e 128 cores utilizando a
biblioteca OpenMPI.

4.3. Resultados Obtidos

Nesta secdo sdo apresentados alguns resultados obtidos com a implementagdo do método
numérico proposto. Os resultados completos podem ser vistos em [Silva 2014].

A Tabela 1 apresenta os valores dos tempos totais de execugdo (77) em segundos,
de speedup (S(p)) e da eficiéncia (€ (%)) para um particionamento = 4000 no com-
primento da barra e tempo estimado 7" = 20 segundos. Neste caso, o particionamento
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temporal deve ser s = 256000, gerando uma malha 4000 x 256000. Os tempos de spe-
edup e eficiéncia foram obtidos comparando-se o tempo de computacio paralela com a
execucdo do algoritmo paralelo usando apenas um core.

Tabela 1. T, S(p) e £ para r = 4000 e T' = 20 segundos.
Numero de cores

1 2 4 8 16 32 64 128
Tr 31234,28 15625,59 7826,96 3917,37 1958,43 979,98 494,10 254,10
S(p) 2,00 3,99 7,97 15,95 31,87 63,21 126,86
E (%) 100,00 99,75 99,62 99,69 99,59 98,77 99,11

Observando a Tabela 1 podemos destacar os seguintes resultados:

¢ a medida que dobrou-se o niimero de cores o tempo total de execucao foi reduzido
aproximadamente a metade do tempo anterior;

e 0s valores de speedup foram muitos préximos do nimero de cores corresponden-
tes;

e a eficiéncia, a menos de décimos, foi muito proxima de 100%.

Esses resultados mostram que para uma malha em que » = 4000 o algoritmo tem
speedup linear.

As Figuras 1, 2 e 3 se referem as linhas da Tabela 1 e ilustram essas conclusdes.

35000 —
30000
25000

20000

15000 | e
10000 \

5000 \

Tempo total de execugéo (segundos)

—

.
\.\.

T T T T T T T T
1 2 4 8 16 32 64 128

Quantidade de cores

Figura 1. Tempos totais de execugao para » = 4000 e 7' = 20 segundos.

5. Conclusoes

Nesse artigo foi apresentado um método numérico com paralelismo no tempo para apro-
ximar solu¢des de EDP’s do calor. Com esse esquema numérico obtivemos as solugdes
aproximadas de um dado problema de condicdo inicial e de contorno para uma EDP do
calor. Devido ao cardter pontual deste esquema numérico, expresso por (10), ndo foi
dificil elaborar e implementar o correspondente algoritmo paralelo.
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Figura 2. Curva de Speedup para » = 4000 e 7' = 20 segundos.
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Figura 3. Curva de Eficiéncia para r = 4000 e T' = 20 segundos.

Embora o método numérico apresentado esteja associado a um problema linear,
no qual se concentram muitas pesquisas na drea de métodos numéricos, podemos destacar
pelo menos dois pontos importantes que justificam a apresentaciao e implementacdo do
método proposto:

e dado um problema nao-linear, é possivel aproximé-lo, com diferentes esquemas
numéricos, por problemas lineares;

e diferentemente dos esquemas numéricos para EDP’s evolutivas tradicionalmente
encontrados, o0 método numérico proposto considera o paralelismo no tempo.

A consequéncia imediata do que foi citado anteriormente, no segundo ponto, é
que no célculo das solu¢des aproximadas de um dado problema de EDP evolutiva, ndo é
preciso obter as solugdes intermedidrias entre o tempo inicial ¢y = 0 e o tempo estimado
thir=1T.

Quanto a comunicagio (envio e recebimento de mensagens) entre 0S processos en-
volvidos na execugao do programa baseado no algoritmo paralelo, esta se dd apenas entre
0 processo master € 0s outros processos (ndo ha comunicag@o entre 0s Outros processos).

154



WSCAD 2014 - XV Simpdsio em Sistemas Computacionais de Alto Desempenho

Isto ocorre apenas no momento em que o master envia os dados de entrada aos demais
processos e quando recebe as solucdes obtidas pelos mesmos, ndo havendo comunicacio
enquanto realizam o processamento.

O esquema numérico expresso em (10) mostrou-se escaldvel ao ser implementado.
A medida que o volume de dados aumenta, o algoritmo paralelo apresenta um comporta-
mento linear.

Ja com relacdo aos tempos totais de execucdo, eles aumentam consideravelmente
2 medida que o volume de dados aumenta. A medida que um particionamento 7 é dobrado
o tempo total de execucdo aumenta, aproximadamente, 16 vezes mais. Fato que deve-se
a condicao CFL.
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