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Resumo 

Este trabalho apresenta dois métodos paralelos apli­
cados à solução dos problemas de dinâmica de fluidos 
e transferência de calo1: Nos métodos propostos, a 
solução é obtida utilizando-se métodos multigrid parale­
lizados por decomposição de domínio, mais especifica­
mente pelos métodos aditivo de Schwarz e complemento 
de Schur. Através dos experimentos, pode-se notar que as 
implementações propostas são computacionalmente efici­
entes e escaláveis. 

1. Introdução 

Fenômenos naturais, tecnológicos e industriais podem 
ser modelados de modo acurado através de equações 
diferenciais parciais (EDPs), definidas sobre domínios 
contínuos que necessitam ser discretizados para serem re­
solvidos computacionalmente. Dependendo do esquema de 
discretização utilizado, pode-se gerar sistemas de equações 
lineares que são, de modo geral, esparsos e de grande porte. 
Levando em consideração essas características, o emprego 
de métodos iterativos é o mais apropriado para a resolução 
dos sistemas gerados, devido principalmente a sua potenci­
alidade quanto à otimização de armazenamento e eficiência 
computacional. 

Uma forma de incrementar ainda mais o desempenho 
dos métodos iterativos é empregar multigrid. Basicamente, 
os métodos multigrid constróem a solução utilizando uma 

seqüência de malhas de diferentes refinamentos, onde se re­
solve o problema na malha mais refinada empregando as 
demais malhas como esquemas de correção. 

Experimentos numéricos mostram que estes métodos são 
muito eficientes e podem ser aplicados com sucesso a uma 
ampla classe de problemas de computação científica [2]. A 
bibliografia sobre o assunto mostra que o método é bastante 
geral e sua eficiência não é restrita ao tipo da malha (estru­
turada, não-estruturada), discretização utilizada (elementos 
finitos, diferenças finitas, volumes finitos) ou do tipo do sis­
tema de equações obtido da discretização (simétrico, não 
simétrico) [17], [5]. 

A solução de problemas de simulação, com alta quali­
dade numérica, pode requerer grande capacidade de proces­
samento e de armazenamento, o que toma imprescindível o 
uso de ambientes computacionais de alto desempenho. Sob 
tais ambientes, simulações computacionais podem ser rea­
lizadas com um nível de detalhe que não seria viável em 
abordagens computacionais seqüenciais [ 12]. 

Existem, pelo menos, duas grandes abordagens para a 
resolução de sistemas de equações em paralelo. Em uma 
delas, chamada de decomposição de dados, gera-se um 
único sistema de equações para todo o domínio que é re­
solvido através de um método numérico paralelizado. A 
segunda abordagem consiste na utilização de métodos de 
decomposição de domínio (MDD). Os MDDs são basea­
dos no particionamento do domínio computacional em sub­
domínios, de modo que a solução global do problema é ob­
tida pela combinação apropriada das soluções obtidas em 
cada um dos subdomínios [6]. 

Neste trabalho, utiliza-se métodos de decomposição de 
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domínios como abordagem de resolução de sistemas de 
equações em paralelo. Esta escolha é baseada nos resul­
tados obtidos em Galante et a/. [4], onde essa aborda­
gem mostrou melhores resultados que a paralelização dos 
métodos numéricos. Além disso, a literatura técnica mostra 
que esta é a melhor abordagem para a paralelização de pro­
blemas que envolvem a discretização de um domínio físico 
[13, 16]. 

Sob o escopo apresentado, foram desenvolvidas 
implementações de métodos multigrid paralelizados 
pela abordagem de decomposição de domínio para a 
resolução paralela dos sistemas de equações gerados 
pela discretização das equações da difusão do calor e da 
hidrodinâmica. Assim, o objetivo deste trabalho é mostrar 
todos os passos da construção destes métodos de solução, 
desde a geração das malhas até a resolução dos sistemas de 
equações utilizando métodos multigrid paralelos. 

Este trabalho está dividido em quatro atividades apresen­
tadas nas próximas seções deste trabalho e sintetizados na 
Figura I. 

• ............ -..,,.. -

Figura 1. Visão geral das etapas de solução 

2 Geração e Particionamento de Malhas 

A geração e particionamento das malhas é a atividade 
que serve como base ao restante do trabalho. É nesta fase 
que as malhas são geradas e posteriormente particionadas 
por um software específico. Neste trabalho são utilizados 
dois pacotes para a geração de malhas não estruturadas 20, 
o Triang/e [1 5] e o Easymesh [9]. 

Para o particionamento das malhas emprega-se o pacote 
METIS. Como entrada de dados utiliza-se as informações 
sobre a conectividade dos triângulos geradas pelos softwa­
res de geração de malhas. Como saída, tem-se uma lista das 
respectivas partições de cada triângulo. É importante ressal­
tar que nesta primeira fase apenas a malha mais grosseira é 
gerada, servindo como ponto de partida para a geração da 
hierarquia de malhas. 
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3 Criação da Hierarquia de Malhas 

A criação da hierarquia de malhas é um passo impor­
tante na solução de problemas utilizando métodos multi­
grid. Existem alguns pacotes disponíveis que geram de 
modo automático os diversos níveis de malha, como é o 
caso do MGridGen/ParMGridGen. Estes pacotes partem de 
uma malha mais refinada e geram as demais malhas gros­
seiras através de algoritmos multível [8]. 

Embora esses pacotes gerem de forma eficiente a hie­
rarquia de malhas necessárias optou-se por implemen­
tar um gerador próprio para as malhas. Dessa maneira 
implementou-se um módulo, chamado MGTool, capaz de 
gerar malhas com diferentes refinamentos. Essa escolha 
de projeto deve-se a dois principais motivos. O primeiro 
refere-se ao tipo especial de malha utilizado neste trabalho, 
as malhas não estruturadas ortogonais, não geradas por pa­
cotes como o MGridGen/ParMGridGen. O segundo motivo 
deve-se as otimizações feitas nas malhas geradas pelo MG­
Tool, que faz com que os mecanismos ·de transferência entre 
malhas não necessitem de comunicação entre processos, já 
que o particionamento da malha é mantido para todos os 
níveis de malha. 

O MGTool tem como entrada de dados, os arquivos de 
saída dos geradores de malha e o arquivo de saída do ME­
TIS; e como saída produz os diversos níveis de malha dese­
jado, como mostrado na Figura 2. 

malhas com 
diferentes 

refinamentos 

Figura 2. Relacionamento entre as ferramen­
tas de geração e particionamento e o módulo 
de refinamento de malhas 

Para o refinamento das malhas adotou-se o uma es­
tratégia conhecida na literatura como h-refinement, carac­
terizada pela subdivisão dos elementos do domínio [7]. No 
módulo implementado, dada uma malha inicial, gera-se as 
demais malhas através da subdivisão sucessiva dos elemen-
tos em quatro subelementos. . 

Após a geração da hierarquia das malhas, deve-se relaci­
onar cada nível com os níveis adjacentes. Nessa fase cria-se 
para cada elemento da malha uma relação dos triângulos 
para os quais deve receber informações, e para os quais 
deve enviar. Um exemplo é mostrado na Figura 3, onde 
o triângulo IA é dividido em outros 4 triângulos, 2A, 28, 
2C e 20. Na notação utilizada neste trabalho, o triângulo 
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I A é o " pai" dos triângulos 2A, 28, 2C e 20, e por sua vez 
estes triângulos são chamados de "filhos" do triângulo I A. 

Elemento Pai Filhos 
O A I 2A~ _L2~ 20 l 

Figura 3. Exemplo de hierarquia de dois 
níveis de malha. Os números representam 
o nível e as letras identificam o triângulo na 
malha. No lado direito da figura, a tabela des­
creve o relacionamento entre os níveis adja­
centes de malha. 

Esta relação "pai-filho" é utilizada pelos procedimentos 
de interpolação e restrição presentes nos métodos multigrid, 
conforme descrito na Seção 5.1. 

4 Montagem dos Sistemas de Equações 

O MGTool, além de montar a hierarquia de malhas e as 
relações entre níveis adjacentes, é também responsável pela 
montagem das matrizes para cada nível de malha. Em par­
ticular, os sistemas são gerados a partir da discretização de 
duas EDPs: a EDP da difusão de calor e a EDP do cálculo 
do nível da superfície livre da hidrodinâmica do modelo 
UnHIDRA. 

A difusão de calor é a movimentação de energia que 
ocorre devido à diferença entre temperaturas. O calor sem­
pre flui das regiões de maior temperatura para regiões de 
temperatura inferior [10). Assim, este estudo de caso con­
siste em determinar como o calor se propaga em um corpo, 
dado uma condição inicial e as condições de contorno. 

No estudo de caso do modelo de hidrodinâmica, utiliza­
se uma simplificação do modelo de hidrodinâmica do 
UnHIDRA, onde objetiva-se calcular a variação do nível da 
água. O modelo matemático completo empregado é cha­
mado de equações shal/ow water (ESW) [ 12]. 

Dependendo do tipo de método de solução a ser empre­
gado, existe um tratamento diferente para a malha. Quando 
se emprega o método aditivo de Schwarz, o módulo é 
responsável pela criação das áreas de sobreposição reque­
ridas por este método. Caso utilize-se o método do comple­
mento de Schur, o módulo deve renumerar os elementos de 
acordo com o especificado para o método. 

A geração das matrizes é feita de forma distribuída, onde 
cada processo gera as matrizes de acordo com o subdomínio 
que lhe foi atribuído. Na geração das matrizes para o adi­
tivo de Schwarz, gera-se a matriz estendida, ou seja, con-
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siderando também as células de sobreposição. No caso do 
método do complemento de Schur, gera-se as submatrizes 
obedecendo os esquemas de numeração especial das células 
da malha. Para os dois casos gera-se também as estruturas 
utilizadas na comuniação entre processos. 

5 Solução Paralela 

Os sistemas de equações lineares estão entre os 
mais freqüentes problemas que devem ser tratados pela 
computação científica. Por se tratarem geralmente de sis­
temas de grande porte, uma alternativa viável de se obter 
a solução em tempo útil é empregar métodos de resolução 
paralelizados, empregando clusters como ambiente compu­
tacional. 

Nesta seção apresenta-se o método proposto para a 
resolução de sistemas de equações em paralelo. Uma visão 
geral do processo de resolução é mostrado na Figura 4. 

~~ 
~~ 

sistemas de 
equações 

........ ... ~ 
soluções 
parciais 

solução final 
do problema 

Figura 4. Visão geral da resolução dos siste­
mas de equações através do multigrid para­
lelo 

Antes de abordar a solução paralela apresenta-se alguns 
aspectos importantes dos métodos multigrid e dos métodos 
de decomposição de domínio. 

5.1 Métodos Multigrid 

Multigrid são uma classe de métodos que resolvem efi­
cientemente sistemas de equações através da aceleração 
da convergência de métodos iterativos. Basicamente, os 
métodos multigrid consideram uma seqüência de malhas 
M~o M2 , ..• , Mn para a solução do sistema de equações. 

Objetiva-se resolver o problema que é definido na malha 
mais refinada, empregando as demais malhas como esque­
mas de correção [18]. 

Os métodos multigrid baseiam-se em três elementos cen­
trais: transferência de informações entre malhas, iterações 
aninhadas, e correção em malha grossa. 

Para que se possa utilizar os diversos níveis de malha na 
solução de um determinado problema, define-se dois opera­
dores para transferência de informações ente malhas. O pri­
meiro operador transfere informações da malha grossa Mn 
para a malha mais fina Mn-l. sendo denominado operador 
de interpolação, definido por: 
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I A.f,. _ , M M 
!vi,. : n-+ n- I 

O segundo operador, definido por: 

IM .. M M lvlu - l: n-1-)o n 

transfere informações da malha mais fina para a mais 
grossa, e é conhecido como operador de restrição. 

A forma destes operadores pode variar com o tipo de 
elemento ou com o tipo de problema. Diversas formas de 
interpolação e restrição podem ser encontradas na literatura 
[2, 17). O operador de restrição IZ:"~""'" utilizado neste , ,,,.u 
trabalho e baseado no operador fu/1-weighted descrito em 
Trottenberg et ai. (200 I) e Wesseling ( 1992). O operador 
de restrição é dado por: 

1 1 1 1 
X i = 4x filho, (i)+ 4x f i lho2(i) + 4x f ilho3(i) + 4x fill• o•(i) 

O operador de interpolação IZ:' ''"' é definido por: 
yro•11a. 

A partir da definição dos operadores de transferência, 
pode-se definir a estratégia de iterações aninhadas (nested 
iteration). O objetivo é encontrar uma melhor aproximação 
inicial para a solução através de iterações em malhas mais 
grossas. Como o sistema gerado a partir da malha mais 
grossa possui um número menor de incógnitas, o custo 
computacional de sua resolução é menor, em comparação à 
resolução do sistema gerado a partir da malha mais refinada. 
Logo, pode-se obter uma aproximação inicial para Ax = b 
empregando as malha mais grossas [14], como mostrado na 
Figura 5. 

Figura 5. Iterações aninhadas 

O processo é iniciado no nível mais grosseiro da malha 
(M3), onde é encontrado uma solução inicial para x. Esta 
solução é então transferida para um nível acima através do 
operador de interpolação. Esse processo repete-se até que 
o nível mais refinado da malha (M1) seja alcançado, e por 
conseqüência, uma boa aproximação para x. 
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Esta estratégia não garante que ao final, a solução 
em M 1 não contenha componentes de erro suaves (baixa 
freqüência). O emprego da correção do erro proveniente 
das malhas grossas evita esta limitação [1). Tendo ite­
rado na malha fina até que os erros tenham sido removidos, 
itera-se a equação residual na malha grossa para obter uma 
aproximação do erro. Então retoma-se para a malha fina, 
onde a primeira aproximação obtida é corrigida. 

Utilizando-se de combinações entre a estratégia de 
correção de malha grossa e o uso de iterações aninhadas, 
pode-se definir uma família de métodos multigrid [ 18][2). 
Das distintas combinações é possível gerar diferentes algo­
ritmos que são conhecidos na literatura técnica por ciclo V, 
ciclo W, ciclo V completo (FMV) e ciclo W completo. Uma 
síntese dessas diferentes abordagens podem ser encontradas 
em [17). Neste trabalho é utilizado o algoritmo FMV. 

A estratégia FMV inicia na malha mais grossa, para a 
obtenção de uma solução inicial com baixo custo computa­
cional para os níveis superiores. Então, o número de níveis 
é incrementado em um. Este processo é repetido até que 
todos os níveis estejam envolvidos. 

5.2 Métodos de Decomposição de 
Domínio 

Os métodos de decomposição de domínio (MDD) de­
signam um conjunto de técnicas e métodos matemáticos, 
numéricos e computacionais para resolver problemas em 
computadores paralelos [3). Um MDD é caracterizado 
pela divisão do domínio computacional em diversos sub­
domínios. A solução global do problema é obtida através 
da combinação dos subproblemas que são resolvidos local­
mente. Abordagens paralelas via decomposição de domínio 
baseiam-se no fato de que cada processador pode fazer 
grande parte do trabalho de forma independente [ 13]. E, 
uma vez que os subdomínios podem ser tratados indepen­
dentemente, tais métodos são atrativos para ambientes de 
memória distribuída. 

Os MDDs podem ainda ser divididos em duas classes: 
os métodos de Schwarz, onde os subdomínios apresentam 
uma região de sobreposição, que pode variar de acordo com 
o tipo de aproximação empregada para resolver os modelos 
matemáticos já discretizados, e os métodos de Schur, onde 
os subdomínios não apresentam região de sobreposição. 
Neste trabalho utiliza-se um método com sobreposição, o 
método aditivo de Schwarz, e um método sem sobreposição, 
o método do complemento de Schur [6][3). 

5.3 Resolução Paralela 

O primeiro passo da resolução consiste na leitura dos 
arquivos de entrada contendo os sistemas de equações. 
Cada arquivo contém informações que pertencem à um sub-
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domínio específico, e por consequencia, a um processo. 
Após a leitura de seus respectivos arquivos de entrada, cada 
processo fica responsável por calcular independentemente a 
solução do sistema de equações referente ao seu conjunto 
de dados. Ao término da resolução, cada processo cria um 
arquivo de saída contendo a sua parte da solução. Estas di­
versas soluções obtidas podem então ser reunidas para for­
mar a solução global do sistema. 

Conforme apresentado na Seção 5.1, os métodos multi­
grid são baseados em três etapas centrais: transferência de 
informações entre malhas, iterações aninhadas e correção 
em malha grossa. Para a construção destas etapas, 
considera-se basicamente três elementos básicos que com­
preendem a transferência de informações (restrição e 
interpolação), o cálculo do resíduo da solução e a resolução 
de sistemas de equações. 

Dessa forma, a obtenção do multigrid paralelo se dá 
através da execução de cada uma destas rotinas paraleliza­
das. As implementaçõs foram feitas em linguagem C, uti­
lizando a biblioteca de trocas de mensagens MPICH 1.2.7. 
A paralelização dos elementos apresentada ao longo do res­
tante do capítulo. O esquema da solução proposta se encon­
tra na Figura 6. 

Na transferência de informações entre os níveis das 
malhas, cada processo é responsável por suas trocas lo­
cais. Note que da forma como os operadores foram de­
finidos (seção 5.1 ), não são necessárias as contribuições 
recebidas de outros subdomínios, considerando apenas as 
contribuições locais. Esta decisão de desconsiderar os 
elementos de outros subdomínios evita a necessidade de 
comunicação entre processos. 

O cálculo do resíduo é utilizado no multigrid no procedi­
mento de correção em malha grossa. O cálculo do resíduo 
é dado por: 

r= b - Ax' 

onde r é o vetor de resíduo, b é o vetor dos termos indepen­
dentes, A é a matriz de coeficientes ex' é uma aproximação 
da solução. Logo se tem duas operações a serem efetuadas, 
um produto matriz por vetor e uma subtração de vetores: 

r = b - Ax' -.......,...... 
matriz - vetor 

subvetor 

Portanto, a paralelização do cálculo do resíduo con­
siste em executar estas operações de tal maneira que 
cada processo trabalhe sob seu conjunto de dados. Na 
subtração de vetores são utilizados apenas dados locais, já 
na multiplicação matriz-vetor é necessário comunicação en­
tre os processos para que troquem os dados necessários. 

Para resolver os sistemas de equações de modo paralelo 
pode-se optar pela resolução dos sistemas pelo método adi­
tivo de Schwarz ou pelo método do complemento de Schur. 

Solução Paralela (MDD) 
Cálculo do Resfduo 
(em poralelo) 

Soluçio 
Paralela (MDD) 

Solução Paralela (MDD) 
Cálculo do Resfduo 
(em paralelo) 

Figura 6. Solução paralela via multigrid para­
lelo 

6 Estudos de Caso 
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6.1 Estudo de Caso 1: Transferência de 
Calor 

Um problema clássico de aplicação de métodos 
numéricos é a transferência de calor em uma placa plana. 
O processo de transferência de calor em uma placa retan­
gular ocorre pela troca de calor entre parriculas do material 
de um ponto com mais energia para outro com menos. Esse 
processo é conhecido como condução do calor. 

Considerando que todos os pontos da placa estejam a 
uma temperatura inicial To e sendo esta temperatura dife­
rente das temperaturas das bordas, o problema que se co­
loca é determinar a temperatura em qualquer ponto interno 
da placa em um dado instante de tempo. Neste experi­
mento utilizou-se um quadrado unitário com temperaturas 
T1 = 10°C e T2 = T3 = T4 = 0°C . 

Para a realização dos testes empregando multigrid, 
utilizou-se 4 níveis de malha, com 1337, 5348, 21392 e 
85568 triângulos, respectivamente. Nos demais testes, sem 
o emprego do multigrid, utilizou-se apenas a malha mais 
refinada, que é a malha onde procura-se a solução do pro­
blema. Na Figura 7 encontra-se a malha com 1337 elemen­
tos. 

10'C 

o·c 

Figura 7. Malha inicial com 1337 triângulos 

Na Figura 8, são mostrados alguns passos da resolução 
do problema utilizando 5 processos. Apresenta-se a solução 
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no primeiro passo de tempo, após 5 passos e após 20 passos 
de tempo. 

10 

5 

Pesso20 

Figura 8. Passos da resolução do problema 
de transferência de calor 

6.2 Estudo de Caso 2: Hidrodinâmica 

Nos testes da hidrodinâmica utilizou-se como domínio 
computacional o Lago Guaíba. O Guaíba é um corpo de 
água doce que se situa entre o chamado delta do Jacuí e 
a Lagoa dos Patos. Banha toda a região metropolitana de 
Porto Alegre e tem uma área total de aproximadamente 
468km2 e profundidade média 4,0m . A opção por utili­
zar o Lago Guaíba como estudo de caso deve-se ao fato 
de que existem alguns dados da geometria e de parâmetros 
tísicos para defini r as condições iniciais e de contorno do 
problema. Além disso, outros trabalhos do grupo, como por 
exemplo Rizzi [1 2], Picinin [11] e Martinotto [6], já utili­
zaram este domíno como estudo de caso, sendo possível o 
aproveitamento de dados para as simulações. 

Neste estudo de caso utilizou-se 4 níveis de malha, com 
28 18, 11272 , 45088 e 180352 triângulos, respectivamente. 
A malha mais grosseira é mostrada na Figura 9. 

7 Resultados 

Nesta seção apresenta-se os resultados obtidos com as 
paralelizações desenvolvidas neste trabalho. Inicialmente 
são apresentados os resultados obtidos com a resolução dos 
sistemas originados no problema de transferência de calor 
e em seguida são apresentados os resultados obtidos com a 
resolução dos sistemas da hidrodinâmica. 
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Figura 9. Guaíba: malha inicial com 2818 
triângulos 

7.1 'fransfer ência de Calor • 

Os testes do problema de trasferência de calor foram efe­
tuados utilizando 19 nodos do cluster labtec do Instituto 
de Informática da UFRGS. Utilizou-se dois processos por 
nodo, de modo a aproveitar a característica dos nodos de 
serem biprocessados. 

Nos testes de desempenho foram feitas 20 execuções de 
cada implementação e o tempo considerado foi a média 
aritmética dessas. Dos tempos coletados, o maior e o me­
nor valores foram descartados. Resultados anômalos não 
foram considerados. Foram simulados 20 passos de tempo 
utilizando os dois diferentes MDDs. 

Observando a Figura I O pode-se comparar o tempo de 
execução e o speedup dos diversos métodos na resolução 
do problema de transferência de calor. 

Utilizando o método Multigrid-aditivo os ganhos de de­
sempenho foram representativos com o uso de até 22 pro­
cessos, onde obteve-se 18,94 de speedup. A partir disso há 
ganhos de desempenho, porém menos significativos, tendo 
como ganho máximo de desempenho de 26,08 com 36 pro­
cessos. Esse comportamento deve-se ao aumento da quan­
tidade de comunicação e pela redução do processamento 
necessário para cada subdomínio, já que os domínios pos­
suem tamanho reduzido quando o número de partições é 
alto. Além disso, com o aumento da quantidade de proces­
sos, cada subdomínio passa a ter mais vizinhos, o que causa 
o aumento das áreas de sobreposição, e por conseqüência o 
aumento dos sistemas locais. 

Nos testes feitos com o método Multigrid-Schur o ponto 
de máxima eficiência alcançado pelo algoritmo foi obtido 
quando executado utilizando 20 processos, onde obteve-se 
ganhos de desempenho na ordem de 16,11 vezes, com 79% 
de eficiência. O ganho máximo de desempenho do algo­
ritmo foi de 27,07 vezes,. utilizando 36 processos, com 75% 
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Figura 10. Transferência de Calor: Tempo de Execução e Speedup 

de eficiência. No gráfico apresentado pode-se observar a 
presença de um pico na execução com 2 processos. Este 
pico é causado pela resolução dos sistemas de interface, 
que envolve o cálculo de aproximações de inversas que é 
bastante custoso. 

A eficácia dos métodos multigrid na aceleração dos 
métodos iterativos pode ser confirmada. Em média, a 
implementação utilizando multigrid foi 2 vezes mais rápida 
que a implementação que não emprega multigrid. 

Pode-se notar ainda que para este problema os tem­
pos obtidos pelo método multigrid-aditivo são muito in­
feriores ao outro método comparado. Sendo assim, o 
método multigrid-aditivo mostrou-se a melhor opção para 
a resolução deste problema, dentre os métodos testados. 

7.2 Hidrodinâmica 

Os testes do problema de hidrodinâmica foram efetuados 
utilizando os 18 nodos do cluster Krusty, da Universidade 
Estadual do Oeste do Paraná. 

A Figura li mostra, o tempo de execução e o speedup 
obtido na resolução do problema da hidrodinâmica, utili­
zando o método de solução que combina multigrid com os 
métodos aditivo de Schwarz e complemento de Schur, res­
pectivamente. Da mesma forma como foi feito no problema 
da transferência de calor, compara-se os métodos com e sem 
o uso do multigrid. 

Nesta aplicação, os resultados obtidos foram muito equi­
valentes, sendo qualquer um deles uma boa opção para a 
resolução do problema de hidrodinâmica. A escolha por um 
determinado método fica a cargo da qualidade numérica de­
sejada, e das demais questões relacionadas à ele, como por 
exemplo geração do sistema de equações, que é mais com­
plexa para os métodos de Schur do que para os métodos de 
Schwarz. 

Na comparação entre os métodos com e sem o emprego 
de multigrid, pode-se notar, que para esta aplicação o ga-

nho foi menos significativo que o obtido no problema da 
transferência de calor. Em média, a implementação utili­
zando multigrid foi 40% mais rápida que a implementação 
que não emprega multigrid. 

8 Conclusão 

O principal objetivo deste trabalho foi o desenvolvi­
mento e a avaliação de desempenho das soluções parale­
las obtidas através da combinação de métodos multigrid e 
métodos de decomposição de domínio (MG+MDD). Mais 
especificamente combinou-se o método Full Multigrid V 
com dois métodos de decomposição de domínio: o método 
aditivo de Schwarz e o método do complemento de Schur. 

Além dos métodos de solução, desenvolveu-se também 
toda uma estrutura de suporte para a resolução utili­
zando os métodos MG+MDD. Para as tarefas de geração 
da hierarquia de malhas e montagem dos sistemas de 
equações foi implementado um módulo chamado de MG­
Tool responsável pela geração da hierarquia de malhas e 
pela montagem dos sistemas de equações. Através do MG­
Tool foram geradas as malhas para os estudos de caso, bem 
como os sistemas de equações tanto para o método aditivo 
de Schwarz como para o método do complemento de Schur. 

De acordo com os resultados observados, os métodos im­
plementados mostraram-se altamente paralel izáveis, apre­
sentando bons ganhos de desempenho. Pode-se obser­
var que os métodos multigrid mostraram-se eficiente na 
aceleração dos métodos iterativos, já que métodos que uti­
lizaram esta técnica apresentaram desempenho superior aos 
métodos que não utilizaram nenhum método de aceleração. 
Para o problema de transferência de calor, os métodos em­
pregando multigrid convergiram em média duas vezes mais 
rápido. Já no problema de hidrodinâmica, os ganhos foram 
menos significativos, mostrando convergência em média 
40% mais rápida. 
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Figura 11. Hidrodinâmica: Tempo de Execução e Speedup 

A avaliação do método multigrid-aditivo mostrou bons 
resultados na solução dos dois problemas tratados mos­
tranto ser a melhor opção de solução entre os métodos im­
plementados. 

Como principal conclusão tem-se que a combinação de 
métodos multigrid e decomposição de domínios mostraram­
se uma boa opção na solução de sistemas de equações pro­
venientes da discretização de equações diferenciais parciais. 
Embora a solução por estes métodos possua algumas fases 
bastante complexas, como a geração da hierarquia de ma­
lhas e a geração dos sistemas de equações para os diversos 
níveis da malha, os ganhos de desempenho justificam estas 
questões. 
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