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Resumo 

O presente trabalho estuda o desempenho da 
paralelização do método dos elementos finitos uti­
lizando estratégia de decomposição de domfnio com es­
truturas de blocos orientados da matriz de discretização 
resultante e três formatos de armazenamento de ma­
trizes esparsas. O sistema linear de equações proveniente 
da formulação do método dos elementos finitos é re­
solvido através do método iterativo não-estacionário GM­
RES. Os esquemas de armazenamellto empregam ve--;:;aes 
paralelas da estratégia elemento por elemento, aresta por 
aresta e do tradicional formato de linhas esparsas com­
primidas. A implementação é desenvolvida para arquite­
turas de memória distribufda, particularmente para clus­
ters de estações de trabalho, e a troca de mensagens 
entre os processadores é efetuada através da bibliote­
ca MP/. 

1. Introdução 

O método dos elementos finitos é uma técnica ge­
ral para construção de soluções aproximadas para proble­
mas de valor de contorno que envolve divisão do domínio 
de solução em um número finito de subdomínios, de­
nominados elementos finitos [5]. A discretização pelo 
método dos elementos finitos conduz à resolução de sis­
temas lineares de equações. As matrizes geradas por essa 
discretização têm uma enorme esparsidade e seus coefi­
cientes não nulos não são dispostos uniformemente. Os 
métodos iterativos não-estacionários, também conheci­
dos como métodos livres de matrizes, são mais indicados 
nesse caso pois apresentam facilidades no armazena­
mento das matrizes esparsas [10]. Além disso, a prin­
cipal operação desses métodos, o produto matriz-vetor, 
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pode ser realizado acessando apenas as posições não nu­
las da matriz dos coeficientes. Entretanto, para que essa 
vantagem dos métodos não-estacionários possa ser me­
lhor aproveitada, há a necessidade de se definir armazena­
mentos especiais das matrizes envolvidas. Existem várias 
estratégias de armazenamento aplicadas ao método dos ele­
mentos finitos. A mais popular é o armazenamento elemen­
to por elemento (EBE) [5], mas existem outras conhecidas 
como a aresta por aresta (EDE) [2] [7] e a tradicional es­
tratégia de linhas esparsas comprimidas, do inglês, Com­
pressed Sparse Row (CSR) [10]. 

Mesmo utilizando estratégias de armazenamento espe­
ciais, certas classes de problemas demandam grande tempo 
de processamento e alto consumo de memória. Atualmente, 
a programação paralela tem mostrado ser uma forma bas­
tante eficaz na busca por um melhor desempenho para re­
alizar essa tarefa. Diversas inovações têm sido apresentadas 
nessa área, desde arquiteturas específicas a versões parale­
las de muitos algoritmos. Máquinas como os clusters [ 1], 
por exemplo, trabalham com uma memória privada para 
cada processador. Para que um processador conheça da­
dos que não pertençam a sua respectiva memória, são re­
alizadas duas operações básicas chamadas send e receive 
[4]. Contudo, para que estas operações sejam realizadas de 
maneira mais simples, são utilizadas algumas bibliotecas 
que constroem uma interface de software entre as várias 
máquinas, diminuindo a complexidade da programação. 
Existem muitos exemplos desse tipo de biblioteca, dentre 
os quais podemos citar a Message Passage lntetface (MPI) 
[8]. 

O objetivo deste trabalho é apresentar estratégias efi­
cientes de armazenamento para paralelização do método 
dos elementos finitos utilizando estratégia de decomposição 
de domínio com estruturas de blocos orientados da ma­
triz de discretização. O sistema linear de equações prove­
niente da formulação do método dos elementos finitos é 
resolvido através do método iterativo não-estacionário do 



resíduo mínimo generalizado (GMRES) [11]. Para realizar 
as operações necessárias à resolução do sistema linear são 
empregadas versões paralelas das estratégias EBE, EDE e 
CSR e através de um exemplo bidimensional simples, é dis­
cutido o desempenho de cada uma delas. 

O presente trabalho consta de mais 5 seções além dessa 
introdução. Na. próxima seção, é apresentado resumida­
mente o processo de discretização da equação de convecção 
e difusão pelo método dos elementos finitos. Na seção 3, é 
feito um breve comentário sobre as técnicas e estruturas pa­
ralelas discutidas em [6] [9] e apresentado três estratégias de 
armazenamento de matrizes esparsas. A seção seguinte, dis­
cute a forma de realizar o produto matriz-vetor e o produto 
interno paralelos e apresenta um estudo resumido da com­
plexidade dessas operações. Na seção 5, é apresentado os 
testes de desempenho realizados em um cluster Iinux com­
parando as três estratégias de armazenamentos abordadas 
para um problema simples de convecção e difusão bidimen­
sional. Na última seção são apresentadas as principais con­
clusões obtidas. 

2. Formulação de elementos finitos para a 
equação de convecção e difusão 

Considere a equação de convecção e difusão na forma 
conservativa definida em um domínio n com contorno r : 

{3.\lc - \1.(~\lc) =f. (1) 

onde c representa a quantidade sendo transportada (temper­
atura, concentração, por exemplo), {3 é o vetor de veloci­
dade, f é uma função conhecida e ~ é a matriz de difusivi­
dade volumétrica dado por, 

= [Kx O] ~ o . 
Ky 

(2) 

As condições de contorno essencial e natural adicionadas à 
equação (1) são: 

c= g em r 9 , 

n.~\lc = h em rh. (3) 

onde g e h são funções prescritas, n é o vetor unitário nor­
mal ao contorno, r 9 e r h são subconjuntos de r. Considere 
uma discretização de elementos finitos sobre o domínio n 
em elementos ne. e = 1, ... ) neto onde n et é o número de 
elementos. Seja Sh c S e Vh c V subespaços das funções 
de base e funções de peso, detalhes podem ser vistos em [5). 
A formulação variacional aproximada de elementos finitos 
da equação (1) pode ser escrita como: encontrar ch E Sh tal 
queVwh E Vh: 

In ( wh{3h.\lch- \lwh.~\lch) df2 =In wh fdf2 . (4) 
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Seja a aproximação de elementos finitos padrão [5] dada da 
seguinte forma: 

nnodes 

ch(x) ~ L uiNi(x) , (5) 
i=l 

onde nnodes é o número de nós, Ni é uma função de forma 
correspondente ao nó i e ui são os valores nodais de c. 
Então, substituindo (5) em (4) chega-se a um sistema lin­
ear de equações, 

I<u =f, (6) 

onde u = { Ut, u2, ... , Unnodes} T é o vetor de valores 
nodais, I< é chamada a matriz de rigidez e f é chamado 
o vetor de cargas. Neste trabalho é considerado apenas 
triângulos lineares, portanto, a interpolação dentro de um 
elemento é simplesmente, 

3 

ue(x) ~ L uiNi(X), (7) 
i=l 

onde N1, N2 .e N3 são as funções de forma conven­
cionais [5]. A matriz I< pode ser construída a partir das 
contribuições dos elementos, sendo conveniente identi­
ficar seus termos em nível de cada elemento por: 

nel 
I< A (ke) 

e=l 

ke = r (NT ({3h)T B + BT ~B)dne) (8) 
lne 

onde A é um operador de montagem, N = { N1 , N2, N3} T 

é um vetor contendo as funções de forma e B é uma matriz 
contendo as derivadas parciais de N com respei to às suas 
coordenadas. O vetor f é armazenado de forma similar. 

3. Estratégias paralelas do método dos ele­
mentos finitos 

Para resolver o sistema (6) é usado uma técnica especial 
de paralelização denominada decomposição de domínio uti­
lizando blocos orientados para resolver sistemas lineares re­
sultantes de formulações de elementos finitos, descrita em 
[6] [9] [10]. A partir dessa estratégia é possível montar as 
contribuições da matriz K e do vetor f de (6) indepen­
dentemente e concorrentemente em cada processador. As 
partições resultantes possuem três tipos de nós, denomina­
dos por lntNodes, IBNodes e nós de valor prescrito. Os nós 
IntNodes são nós incógnitas que não pertencem a fronteira 
de particionamento. Já os nós IBNodes são nós incógnitas 
que pertencem a mais de uma partição simultaneamente, ou 
seja, pertencem a fronteira de particionamento. Como con­
seqüência do particionamento da malha, as incógnitas do 
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vetor de solução u ficam distribuídas ao longo dos p sub­
domínios tais que parte do vetor de solução, por exemplo 
1fi• pertence unicamente ao processador i e !fs(i) pertence 
ao processador i mas também a outros processadores. Essa 
mesma distribuição é aplicada ao vetor de cargas f. 

A Fig. 1 representa uma malha com 50 nós e 74 elemen­
tos que foi particionada em quatro subdomínios. Os nós I e 
J, por exemplo, são nós lntNodes dos processadores 3 e 4 re-­
spectivamente. Já o nó K é um nó IBNodes tanto para o pro­
cessador 1, como para os processadores 3 e 4. Com o obje-

• Proc 1 • ProcZ O Proc3 Proc4 

Figura 1. Exemplo de uma malha parti­
cionada em 4 subdomínios 

tivo de facilitar a compreensão dos conceitos empregados, 
será utilizada a partir deste ponto a notação convencional 
para um sistema linear de equações. Portanto, um sistema 
linear Ax = b, resultante da discretização pelo método dos 
elementos finitos, pode ser descrito da seguinte forma: 

At Bt .f.t 1!! 
A2 82 .f.2 Q2 

Ax= = = b. 

Ap Bp .f.p Qp 
Ct c2 Cp As .f.s !2s 

(9) 
Os blocos de matrizes Ai, Bi, Ci e As, com i = 1, ... ,p, 
onde p é o número de processadores envolvidos na 
paralelização, armazenam as contribuições dos ele­
mentos que formam a matriz A. Os blocos Ai repre­
sentam as contribuições dos nós do tipo lntNodes do 

processador i nos nós do tipo lntNodes do mesmo pro­
cessador i. Os blocos Bi armazenam as contribuições 
que os nós do tipo lntNodes do processador i têm so­
bre os nós do tipo IBNodes também do processador i. Si­
milarmente, os blocos ci representam as contribuições 
dos nós do tipo IBNodes do processador i nos nós 
lntNodes do processador i. O bloco As repre­
senta uma montagem de vários blocos ao longo dos 

p 

p processadores , de modo que, A s = .U A s(i ) • 
t=l 

onde cada um dos As(i) armazena as contribuições 
dos nós do tipo IBNodes nos nós do tipo 
IBNodes do processador i. Os blocos de vetores .f.i e 
Qi, com i = 1, ... ,p, representam as incógnitas relati­
vas aos nós do tipo lntNodes e seus respectivos termos 
independentes para o processador i . Já os blocos de ve­
tores .f.s e fls, assim como o bloco A s. são formados 
por montagens dos vários blocos ao longo dos p proces-

P p 

sadores, ou seja, .f.s = .U .f.s(i) e lls = .U lls(i )• onde 
t = l t= l 

.f.s(i) e fls(i) representam as incógnitas e os termos in-
dependentes dos nós do tipo IBNodes do processador i 
respectivamente. 

Levando em consideração que uma matriz A, obtida a 
partir da discretização por elementos finitos de uma malha 
de elementos triangulares lineares, tem ordem n x n, onde 
n é o número de nós incógnitas, e A possui uma quantidade 
muita pequena de coeficientes não nulos por linha, conclui­
se que os blocos Ai> Bú Ci e As de (9) também apresen­
tam grande esparsidade. A Tab. 1 apresenta a dimensão de 
cada um desses blocos e o consumo médio de memória uti­
lizada por cada uma das estruturas. O termo n 1 representa 
o número de nós lntNodes e na representa a quantidade de 
nós IBNodes. Portanto para utilizar a estrutura (9) obtendo 

us 

Estruturas Padrão Dimensões Consumo Médio 
Ai n1 x n 1 :::::; n1 
Bi n1 x na :::::; n1 · na 
c i na x n1 :::::; n1 ·na 

As( i) na x na ::::;n'73 

xi e bi n1 e n1 :::::; (n1,n1) 

Xs(i) e bsli\ na e na :::::; (na , na ) 

Tabela 1. Dimensões e consumo de memória 
das estruturas do sistema (9) 

o desempenho desejado, deve-se aplicar alguma estratégia 
para armazenar seus blocos de forma compacta, evitando 
guardar os coeficientes nulos, as quais não têm influência 
alguma sobre os resultados das operações aritméticas en­
volvidas no processo. As estratégias elemento por elemento 



(EBE), aresta por aresta (EDE) e compressed sparse row 
(CSR) que serão apresentadas em seguida, demonstraram 
ser eficazes nesse tipo de armazenamento. 

3.1. Estratégia elemento por elemento - EBE 

Na estratégia elemento por elemento tradicional, os coe­
ficientes da matriz de discretização A são armazenados em 
cada elemento. Considerando elementos triangulares line­
ares, tem-se uma matriz de ordem 3 para cada elemento, 
ou seja, 9 coeficientes. Assim a matriz A, com dimensões 
n x n, onde n é o número de nós incógnitas, é armazenada 
de forma mais compacta, ou seja, passaria a contar com 
ebe linhas e 9 colunas, onde ebe é o número de elemen­
tos da malha. Entretanto os coeficientes da diagonal prin­
cipal da matriz do elemento podem ser obtidos através de 
combinações dos outros coeficientes, não sendo necessário 
armazená-los [5]. Assim, tem-se 6 colunas por linha ao 
invés de 9. 

Na estratégia EBE paralela os blocos de matrizes Ai. 
Bi, Ci e As(i)• cujas dimensões são descritas na Tab. 1, 
são redimensionados visando reduzir o número de coefi­
cientes nulos a ser armazenado. Esta estratégia relaciona os 
novos blocos com quatro tipos de elementos distintos: ele­
mentos ebeA,, elementos ebeB, , elementos ebec, e elemen­
tos ebeA.· Os elementos ebeA, são aqueles cujos nós ar­
mazenam suas contribuições em Ai, da mesma forma que 
os elementos ebeB .. ebec, e ebeA. são aqueles cujos nós 
armazenam suas contribuições nos blocos Bi> Ci e A sci)• 
respectivamente. As matrizes dos elementos ebeB, e ebec, 
não possuem contribuições na diagonal principal, sendo 
necessário apenas armazenar os coeficientes de fora da di ­
agonal. A Tab. 2 apresenta as dimensões das estruturas des­
critas em (9), reescritas elemento por elemento, bem como 
o consumo médio de memória utilizada. Analisando as pro-

Estruturas EBE Dimensões Consumo Médio 
Ai 6 ebeA, ~ 12n/ 
Bi 6 ebeB, ~ 12nB 
c i 6 ebec, ~ 12nB 
As 6 ebeA. ~ 12nB 

Tabela 2. Dimensões e consumo de memória 
utilizada na estratégia EBE 

priedades geométricas de malhas formadas por elementos 
triangulares e confirmando esses resultados experimental­
mente, conclui-se que, em média, cada nó da malha têm 6 
elementos ao seu redor. Assim, a região em tomo de um nó 
incógnita pode ser dividida em três sub-regiões contendo 
2 elementos, onde cada sub-região é associada a um nó 
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incógnita diferente. Também é considerado que em média 
os elementos do tipo ebeA, têm dimensão igual a 2n1 e os 
elementos dos tipos ebeB,• ebec, e ebeA. têm dimensões 
iguais a 2nB, como está confirmado nos dados da Tab. 2. É 
importante ressaltar que um mesmo elemento pode ser clas­
sificado em mais de uma categoria, dependendo dos tipos 
de nós pelos quais é constituído. 

3.2. Estratégia aresta por aresta - EDE 

A partir das matrizes dos elementos definidas em 
(8), é possível definir um desmembramento dos coefi­
cientes gerando as contribuições de cada aresta dos ele­
mentos. Esta estratégia de armazenamento foi introduzida 
em [7] para problemas simétricos e estendida para proble­
mas não simétricos em [2] [3]. Os coeficientes da matriz 
de discretização A são agora armazenados, em estru­
turas de arestas ao invés de elementos. Tem-se em cada 
aresta uma matriz de ordem 2, com 4 coeficientes. Portanto, 
a nova matriz em função das arestas teria ede linhas e 4 col­
unas, onde ede é o número de arestas da malha. Porém, 
assim como na estratégia elemento por elemento, os co­
eficientes da diagonal principal da matriz da aresta não 
precisam ser armazenados, reduzindo o número de colu­
nas das novas estruturas para 2 ao invés de 4 [2]. 

Na estratégia EDE paralela, analogamente ao processo 
descrito para a estratégia EBE, os blocos de matrizes Ai, Bi, 
Ci e As(i) são reestruturados em função das arestas, sendo 
esses relacionados a quatro tipos distintos de arestas: arestas 
edeA" arestas edeBi' arestas edec, e arestas edeA, . As 
arestas edeA, armazenam as contribuições que os nós lmN­
odes que a compõem armazenam no bloco Ai. e as arestas 
edeB,, edec, e edeA. armazenam as contribuições que os 
nós lntNodes e IBNodes que as constituem armazenam res­
pectivamente nos blocos Ai, Bi, Ci e A s(i)· É importante 
destacar que as aresta edeB, e edec, estão associadas aos 
mesmos nós, e cada uma tem a necessidade de armazenar 
apenas metade das informações, ou seja, uma armazéna 
informações em relação a um nó da aresta e a outra ar­
mazena informações em relação ao outro nó da aresta. A 
Tab. 3 contém as dimensões das estruturas de (9) definida 
aresta por aresta. Utilizando o mesmo raciocínio descrito na 
estratégia elemento por elemento, conclui-se que ao redor 
de um nó tem-se em média 6 arestas, mas como uma mesma 
aresta está associada a dois nós distintos, pode-se considerar 
que ao redor de um nó tem-se em média 3 arestas distintas. 
Desse modo, cada nó lntNodes tem ao seu redor, em média, 
3 arestas edeA, e cada nó lBNodes tem, em média, 2 arestas 
edeBi' 2 arestas edec, e 1 aresta edeA ,· Assim como na es­
tratégia por elemento, uma mesma aresta pode ser classifi­
cada em grupos distintos. 
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Estruturas EDE Dimensões Consumo Médio 
Ai 2 edeA, ::::: 6n1 

Bi 2 edeB, :::::4nB 

c i 2 edec, :::::4nB 

As( i ) 2 edeA. :::::4nB 

Tabela 3. Dimensões e consumo de memória 
utilizada na estratégia EDE 

3.3. Estratégia compressed sparse row - CSR 

O armazenamento CSR tradicional substitui a matriz 
global de discretização A, por três vetores auxiliares AA, 
J A e I A. O vetor AA armazena todas as contribuições não 
nulas da matriz global A. O vetor J A por sua vez, armazena 
a coluna correspondente que cada coeficiente não nulo ocu­
paria em A . Já o vetor I A mapeia em AA o primeiro ele­
mento não nulo de cada linha de A. A versão paralela pode 
ser derivada da tradicional com algumas modificações. A 
Tab.4 apresenta as estruturas CSR que devem substituir as 
estruturas padrão de (9), bem como suas respectivas di­
mensões. Como já discutido no armazenamento elemento 

Padrão Estruturas CSR Consumo Médio 
Ai (AAi.J A i .I Ai) ::::: (7nr, 7nr,nr) 
B i (BBi .J B i.l Bi) ::::: (2nB, 2nB, nB) 
c i ( cci.JCi.ICi) ::::: (2nB , 2nB, nB) 

A s(i) (AAs(i)•J As( i) .I Asco) ::::: (3nB , 3nB, nB) 

Tabela 4. Dimensões e consumo de memória 
utilizada na estratégia CSR 

por elemento, ao redor de um nó tem-se em média 6 ele­
mentos triangulares, e portanto cada linha da matriz A, 
tem em média 7 coeficientes não nulos, representando as 
contribuições do nó nele mesmo e as contribuições do nó 
nos outros 6 nós ao seu redor. Portanto, cada nó lntNodes 
está relacionado com outros 6 nós lntNodes, em média, 
o que implica que os coeficientes de AAi são da ordem 
de 7 n 1. Cada nó IBNodes está relacionado com outros 2 
nós IBNodes e 3 outros nós lntNodes, em média. Como 
conseqüência, as estruturas BBi e CCi têm dimensões 
da ordem de 2 nB e AAs tem dimensões da ordem de 
3 nB . Também vale lembrar que as estruturas Bi e Ci da 
formulação global (9) podem conter linhas inteiramente nu­
las, o que inviabilizaria essa paralelização, uma vez que 
I B i e ICi não conteriam informações precisas sobre o 
armazenamento CSR de BBi e CCi. Sendo assim, mais 
duas estruturas auxiliares necessitam ser criadas: os vetores 

AuxiBi e AuxiCi que gerenciam as posições dos vetores 
I B i e ICi referentes as possíveis linhas inteiramente nu­
las de Bi e Ci. 
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4. Solução do sistema linear 

No método iterativo não-estacionário GMRES as prin­
cipais operações envolvidas são o produto matriz-vetor e 
o produto interno entre dois vetores. As estratégias de ar­
mazenamento descritas na seção anterior serão usadas para 
minimizar os esforços computacionais de acessos aos co­
eficientes armazenados e da memória necessária para re­
alizar essas operações. Na versão paralela dos métodos ite­
rativos não-estacionários após a operação produto matriz­
vetor deve ser feita uma atualização na parte dos vetores 
que contém valores relacionados com os nós IBNodes. Para 
isso, é considerada uma função, denominada Update [6]. 
que utiliza as primitivas send e receive da biblioteca MPI. 
Nas próximas subseções são discutidos o produto matriz­
vetor e o produto interno adaptados às estruturas paralelas 
de (9) e às estratégias de armazenamento da seção anterior. 

4.1. Produto matriz-vetor 

O produto matriz-vetor é a principal operação da 
resolução de sistemas lineares através de métodos itera­
tivos não-estacionários e portanto está relacionado dire­
tamente com o desempenho do processo como um todo. 
Levando-se em consideração os blocos definidos em (9) o 
produto matriz-vetor paralelo escrito na forma: 

A! B1 :!!:i :!Li 
A2 B2 :!!:2 1L2 

Au = = V, 

Ap Bp Yp :!Lp 
c! c2 Cp A s :!!:s 1Ls 

(10) 
pode ser calculado como sendo :!Li = AiY:i + BiYs<•> no 
processador i, para i= 1, ... , p e Q8 <•> = CiY:i + A s<•>:!h<•> 
nas fronteiras de comunicação. O produto matriz-vetor as­
sim definido pode ser efetuado levando-se em consideração 
as três estratégias de armazenamento propostas. Uti lizando 
os armazenamentos EBE e EDE a única diferença são as di­
mensões dos blocos de (9), que podem variar de acordo com 
a estratégia adotada (veja as Tab. 1, 2 e 3). Com relação 
ao armazenamento CSR, os blocos de (9) são substituídos 
pelas estruturas correspondentes da Tab. 4 e as operações 
são realizadas de acordo com a forma CSR tradicional des­
crita em [ 10]. 



4.2. Produto interno 

O produto interno utiliza todos os componentes de dois 
vetores para computar um simples ponto flutuante que de­
verá ser conhecido por todos os processadores. Essa é 
a operação que consume maior tempo na troca de men­
sagens entre os processadores, uma vez que exige uma 
comunicação ao longo de todos os processadores, para isso, 
é utilizada uma função da biblioteca MPI, denominada 
MPI..Allreduce [6]. Para elaborar essa comunicação global 
para o produto interno distribuído, são considerados dois 
vetores !! e y dispostos de forma distribuída ao longo de p 
processadores: 

1!1 lll 
1!2 1l2 

1!= e u= (11) 

l!p Up 

l!s lls 

p p 

onde !l, = i~ly"<o e !L, = i~l!L"<•> . Os vetores Yi e !li 

pertencem ao processador i que também armazena l!s<;> e 
Us<o. Finalmente, o produto interno pode ser expresso por 

1! · 1l = L:f=l (l!i ·Ui + Ys111 • 3!3111 ). Independente da es­
tratégia de armazenamento adotada, essa definição do pro­
duto interno é precisamente a mesma. 

4.3. Complexidade do produto matriz-vetor e pro­
duto interno 

A complexidade de um algoritmo está relacionada com o 
consumo de memória e o tempo de processamento. O pro­
duto matriz-vetor é a principal operação de todo o processo, 
sendo que nele é utilizado a grande maioria dos recursos 
de memória e onde são realizados quase todos os cálculos. 
Conseqüentemente, analisando a complexidade média do 
produto matriz-vetor, tem-se uma idéia do comportamento 
de toda implentação. 

A complexidade do produto matriz-vetor está rela­
cionada diretamente com a estratégia de armazenamento 
utilizada. Em relação ao consumo de memória pode-se ve­
rificar nas Tab. 2, 3 e 4 que a estratégia EDE tem o 
menor consumo, seguida da estratégia CSR. A Tab. 5 
mostra a complexidade média do produto matriz-vetor 
e do produto interno para as três estratégias. N1 rep­
resenta o número total de nós internos da malha e N B 

representa o número total de nós de interface. O pro­
duto matriz-vetor é composto por operações de soma, 
subtração, multiplicação e divisão de pontos flutuantes, 
acessos a memória e principalmente trocas de mensagens 
entre os processadores. Entretanto, é considerado ape­
nas as complexidades médias das multiplicações/divisões 
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de pontos flutuantes. Na Tab. 5 observa-se que o pro­
duto matriz-vetor da versão CSR realiza menos operações 
que o EBE e EDE. Se a ordem da matriz A for muito 
grande, N1 será muito maior que N B. ou seja, não con­
siderando o tempo das comunicações, as versões paralelas 
tendem a ser p vezes mais rápidas que as versões seqüenci­
ais. Considerações análogas podem ser feitas para o produto 
interno. As operações de comunicação entre os proces-

Operação Paralelo Sequencial 
Matriz-vetor CSR ~ [7NJ + 7NB ] 1N1 
Matriz-vetor EBE ~ [18N1 + 42Ns] 18N1 

Matriz-vetor EDE . ~ [12N/ + 12NB] 12NJ 
Produto Interno ~ [N1 +2NB] N J 

Tabela 5. Complexidade média do produto 
matriz-vetor e produto interno 

sadores ocorrerem apenas nas versões paralelas, e depen­
dem apenas das parcelas que contém termos em função dos 
IBNodes. 

5. Testes de desempenho 

Todos os testes de desempenho foram realizados no clus­
ter do Laboratório do Computação de Alto Desempenho 
(LCAD) do Departamento de Informática da UFES. As 
informações sobre a configuração das 64 máquinas, bem 
como informações adicionais sobre o cluster podem ser en­
contradas na página www.inf.ufes.br/""lcad. 

Para testar o desempenho das estruturas implemen­
tadas, é considerado um problema de convecção e di­
fusão com solução conhecida em um domínio quadrado 
com dimensões {0,1) x {0, 1). As componentes do ve­
tor f3 foram dadas por f3x = 1.0 e /3y = 1.0, os coefi­
cientes de condutividade em cada direção foram Kx = 1.0 
e Ky = 1.0, no contorno r. c(x, y) = 0.0 e f é tal que 
c(x, y) = lOOxy(x - 1){y-1) para (x, y) E {0, 1) x {0, 1). 
Uma malha composta por 160,801 nós e 320,000 elemen­
tos triangulares é considerada, sendo utilizado o método 
GMRES com tolerância de w- 4 e 10 vetores na base de 
Krylov. 

A Fig. 2 mostra a solução aproximada obtida a partir de 
4 processadores utilizando a estratégia EBE e representa 
a solução exata esperada. As Tab. 6, 7 e 8 apresentam o 
tempo de processamento, o número de iterações GMRES e 
o resíduo obtido na solução do sistema linear para I , 2, 4, 8, 
16, 32 e 64 processadores para as 3 estratégias de armazena­
mento. Conforme as expectativas, a estratégia CSR foi mais 
rápida que as demais (veja as Tab. 6, 7 e 8). Entretanto 

118 



Anais do 5° Workshop de Computação de Alto Desempenho, WSCAD 2004 

as proporcionalidades do produto matriz-vetor descritas na 
Tab. 5 não foram mantidas. A. necessidade de acessos a es­
truturas auxiliares, como no càso da estratégia CSR, é um 
dos fatores que contribuem para que essa proporcionalidade 
não seja mantida. 

Figura 2. Gráfico da solução utilizando a es­
tratégia EBE com 4 processadores 

N. Proc. Tempo (s) Iterações Resíduo 
01 4846 2837 1. 785505 X 10 -ó 

02 2846 2837 1.785505 X 10 -ó 

04 1503 2837 1.785505 X 10 - ó 

08 834 2837 1.785505 X 10 -:. 

16 483 2837 1.785505 X 10 -o 

32 351 2837 1.785505 X 10 -o 

64 319 2837 1. 785505 X LO -ó 

Tabela 6. Tempo de CPU, número de 
iterações e resíduo do método GMRES uti­
lizando estratégia EBE 

Outro ponto importante a ser considerado diz respeito a 
precisão do método. As Tab. 6, 7 e 8 mostram que inde­
pendentes do número de processadores, as estratégias de ar­
mazenamento aplicadas ao método GMRES necessitaram 
do mesmo número de iterações para convergir e dentro da 
precisão estabelecida, obtiveram o mesmo resíduo. Os va­
lores obtidos para a solução do problema foram rigorosa­
mente os mesmos em cada caso. Vale lembrar que o estudo 
de prova e correção de algoritmos paralelos é ainda recente 
e uma das maneiras mais simples para validar um algoritmo 

N. Proc. Tempo (s) Iterações Resíduo 
01 4634 2837 1. 785505 X 10 -o 

02 2430 2837 1. 785505 X 10 -ó 

04 1241 2837 1. 785505 X 10 - ó 

08 718 2837 1. 785505 X 10 -:> 

16 398 2837 1.785505 X 10 -ó 

32 284 2837 1. 785505 X 10 -:. 

64 281 2837 1.785505 X 10 -ó 

Tabela 7. Tempo de CPU, número de 
iterações e resíduo do método GMRES uti­
lizando estratégia EDE 

N. Proc. Tempo (s) Iterações Resíduo 
01 3848 2837 1. 785505 X 10 - ó 

02 2033 2837 1. 785505 X 10 - ó 

04 1073 2837 1. 785505 X 10 -ó 

08 587 2837 1. 785505 X 10 -á 
16 354 2837 1. 785505 x 10-á 
32 282 2837 1.785505 X 10 -á 

64 263 2837 1. 785505 X 10 -ó 

Tabela 8. Tempo de CPU, número de 
Iterações e resíduo do método GMRES uti­
lizando estratégia CSR 

paralelo é obter rigorosamente os mesmos resultados dos al­
goritmos sequenciais equivalentes. 

As Fig. 3 e 4 apresentam os gráficos de speedup e 
eficiência. Observa-se que apesar da estratégia CSR ser a 
mais rápida, foi menos eficiente que a EDE para a maio­
ria dos casos. Infelizmente os testes com 64 processadores 
comprometeram os resultados, uma vez que o tempo de pro­
cessamento foi quase o mesmo que o tempo para 32 proces­
sadores, ou seja; a eficiência, nesse caso, manifestou uma 
queda considerável. 
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6. Conclusão 

Foi realizado um estudo comparativo entre as es­
tratégias de armazenamento EBE, EDE e CSR apli­
cadas a equação de convecção e difusão discretizada 
pelo método dos elementos finitos, sendo considerada 
uma técnica de decomposição de domínio com estru­
tura de blocos orientados para a matriz dos coeficientes. 
A estratégia CSR foi um pouco mais rápida que as de­
mais. Contudo, a necessidade de diversas estruturas au­
xiliares para realização do produto matriz-vetor dificulta 



00 

20 

10 

/ - . . 
~<f~-··•"······-• ................ , ..... c.· ..... ·~ 

y 
10 20 30 .o 

P....-.. 
50 60 

Figura 3. Gráfico de Speedup 

c ..... .. . 
EIIE -­
EOE ­
ldool 

70 80 

'~r---~--~----~---r----r----r--~----, 
~~ .. ·.:·" 
EOE -I\, 

80 ... ' "-, 

.·- .. ~ 
·. ···· ... .......... . 

····-." :····:.,.::-· ...... ........ 
-.. ...... ............... ...... ,, ............... -.......... ..........__ 

''•1 •••••• ,~.· .• :;~ 

00 

20 

10 20 30 50 60 70 80 

Figura 4. Gráfico de Eficiência 

a programação. A estratégia EDE em relação ao tempo 
de processamento manteve-se intermediária, mas no con­
sumo de memória foi a mais econômica. Já a estratégia 
EBE, mesmo perdendo em tempo de processamento e con­
sumo de memória, tem a vantagem de ser a estratégia de 
mais fácil implementação. 
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