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Resumo—

Este artigo discute um conjunto de algoritmos distribuidos
nio-deterministicos para a geracio de orientacdes aciclicas em
um sistema distribuido anénimo de topologia arbitrdria.
Embora possam ser concebidas outras aplicacdes praticas
para essa forma de quebra de simetria, estaremos focando o
problema da inicializacdo de um sistema para a operacio do
Escalonamento por Reversdo de Arestas (ERA), um simples e
poderoso algoritmo de escalonamento distribuido. O ERA
requer uma orientacao aciclica inicial no grafo que representa
o compartilhamento de recursos do sistema alvo para executar
corretamente e tal condi¢io inicial determina a "quantidade
de concorréncia' associada a dindmica do escalonamento. Os
algoritmos sdo analisados tanto em termos de tempo de
convergéncia quanto em termos de quantidade de
concorréncia produzida. Em particular, é proposto um novo
algoritmo chamado Alg-Arestas que, em certas condigdes, ¢é
capaz de  produzir orientacbes  aciclicas quase
instantaneamente, isto ¢, em menos de dois (2) passos.

Palavras-chave— sistemas anonimos, escalonamento
distribuido, algoritmos distribuidos randémicos, quebra de
simetria.

Abstract—

This paper discusses a set of non-deterministic distributed
algorithms for the generation of acyclic orientations upon
anonymous distributed systems of arbitrary topology.
Although other practical applications of this form of
symmetry breaking may be devised, we'll be focusing on the
problem of priming a target system for Scheduling by Edge
Reversal (SER), a simple and powerful distributed scheduling
algorithm. SER requires an initial acyclic orientation on the
graph representing the target resource sharing system in
order to work correctly and such initial orientation
determines an amount of "concurrency" associated to the
scheduling dynamics. The set of algorithms is analysed both in
terms of convergency time and in terms of the amount of
concurrency produced. In particular, a new algorithm called
Alg-Arestas is proposed which, under appropriate conditions,
is able to produce acyclic orientations guasi instantaneously,
i.e., in less than two (2) steps.

Keywords— anonymous system, distributed scheduling,
randomized distributed algorithms, symmetry breaking.

1. INTRODUGAO

Neste trabalho apresentaremos trés algoritmos
probabilisticos que geram orientagdes aciclicas em sistemas
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distribuidos an6nimos. Sendo um dos possiveis métodos de
quebra de simetria (criagcdo de conjuntos independentes
maximais e coloragdo sdo outras formas, todas equivalentes
entre si em algum nivel), esta é uma aplicagdo muito qtil,
com muitos trabalhos publicados, incluindo algoritmos
paralelos, distribuidos e  seqiienciais, além de
deterministicos e probabilisticos ([GOL 87], [GOL 88],
[ITA 90], [LUB 86], [PAN 92], [SZE 93]).

Porém, nesse artigo, estaremos analisando uma
aplicagdo em especial: como passo inicial necessdrio para o
funcionamento correto de um algoritmo bem conhecido
para escalonamento distribuido chamado Escalonamento
por Reversao de Arestas (Scheduling by Edges Reversal) ou
ERA Este algoritmo define uma regra muito simples para a
operacio de cada né em um sistema distribuido de tal forma
que vizinhos nunca operam ao mesmo tempo. Este
algoritmo foi desenvolvido tendo em vista o problema de
escalonamento de processos em sistemas com alta carga,
nos quais cada né precisa de um subconjunto de todos os
recursos disponiveis para poder operar.

O ERA pressupde uma orientagdo aciclica em um grafo
que modela os nés e o compartilhamento de recursos do
sistema (definido na préxima segdio). Cada possivel
orientagdo tem uma "qualidade" associada que é a medida
da eficiéncia ou da concorréncia do escalonamento do
sistema. Os algoritmos que geram as orientagdes sdo
analisados, portanto, ndo s6 em termos da velocidade da sua
convergéncia como também da quantidade de concorréncia
das orientagdes que geram.

Na secdo II, descrevemos e analisamos as principais
propriedades do ERA e a representacio do sistema
distribuido em termos de grafos. Na secio 111, introduzimos
dois dos algoritmos de geracdo de orientacGes aciclicas
(Alg-Viz e Alg-Arestas), discutindo as suas velocidades de
convergéncia. As qualidades das orienta¢Ges sdo analisadas
na se¢do IV, onde também € introduzido um algoritmo
otimizado para geracdo de boas orientagdes: Alg-Cor.

I1. O SISTEMA DISTRIBUIDO E O ERA.

A. Sistema Distribuido Anénimo.

Um sistema distribuido pode ser simplificadamente
descrito como um conjunto de nés de processamento



(podendo ser muito simples ou muito complexos)
organizados de tal forma que cada né estd conectado a um
subconjunto dos outros por um canal de comunicagio
qualquer. A comunicagdo entre cada par de nés se dé
através de envio de mensagens. Comumente, assume-se que
as conexdes sdo bidirecionais, o que significa que um né
conectado a outro tanto pode enviar mensagens a ele quanto
receber. Esta ¢ uma defini¢do bastante genérica, podendo
ser aplicada para uma enorme gama de sistemas.

Um sistema distribuido € considerado andénimo quando
ndo existe um identificador que diferencie um né de outro.
No nosso caso, estaremos assumindo ainda que nio exista
nenhuma informagao global acerca do sistema, ou seja, ndo
ha disponivel, a priori, informag¢des como o nidmero total
de nés, o nimero de canais ou ainda qual a topologia do
sistema. Esse tipo de sistema apresenta grandes
dificuldades para ser manipulado [BAR 96].

B. Objetivos do ERA e o grafo de dependéncias.

O Escalonamento por Reversao de Arestas [BAR 89]
visa resolver o problema de controlar o acesso a recursos
compartilhados entre processadores em um ambiente
distribuido. Assim, dado um conjunto N de nds de
processamento, um conjunto R de recursos e um conjunto D
< (P x R) dos pares (n € N, r € R) em que o né n utiliza o
recurso r, determinar a ordem de execugdo (ou operagio)
dos nés de tal forma que dois nés que utilizam o mesmo
recurso ndao executem ao mesmo tempo e de tal forma que
ndo ocorra deadlock nem starvation. O ERA foi criado para
condigdes de alta carga no sistema, ou seja, cada né precisa
de todos os recursos para que possa operar.

Todo sistema distribuido pode ser modelado como um
grafo G(N, E). Nesse grafo, N é o conjunto dos nds n do
sistema e E € o conjunto de arestas m=(n;n;), onde n; e n;
sdo nés de N. Se m=(n;n;) € E, entdo existe um canal de
comunicagio entre n; e n;.

A partir dessa defini¢do podemos construir um Grafo de
Dependéncias G*N,EP), E° cE que, sendo um subgrafo de
G, ird representar os padrdoes de compartilhamento do
sistema. O conjunto E” é composto das arestas que ligam
dois nés que compartilham pelo menos um recurso, ou seja,
m=(n;n;) € E” se, e somente se, (n,n;) € Ee Jr € R, tal
que, (n;,r) € D e (n,r) € D. Observe que, nessa definicdo,
assumimos que um recurso s poderd ser compartilhado
entre nds que tenham um canal de comunicagédo entre si, 0
que € razodvel. Também vale observar que, nessa notagao,
cada recurso compartilhado corresponde a um subgrafo
completamente conectado, j4 que todos os nds que o
compartilham terdo arestas entre eles.

C. O funcionamento do ERA.

O algoritmo ERA admite a existéncia inicial de uma
orientagio aciclica no grafo G”. Basicamente uma aresta
(n;n;) orientada no sentido n;—n; indica que o né nj tem
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precedéncia em relacdo ao né n; na proxima operagido. A
necessidade de a orientagdo ser aciclica é facilmente
percebida, ji que, de acordo com a defini¢io acima, um
ciclo implicaria uma cadeia de precedéncias entre nés
organizada de forma a gerar um bloqueio perpétuo ou
deadlock.

Assim, um n6 para operar precisa ser um sumidouro, ou
seja, deverd ter todas as arestas orientadas em sua diregdo,
jd que isso equivale a ter precedéncia sobre todos os
vizinhos (como ji foi dito, vizinhos em G” nio podem
operar ao mesmo tempo). Uma orientagdo aciclica em G”
implica a existéncia de pelo menos um sumidouro em N,
assim € garantido que o algoritmo pode sempre iniciar com
os sumidouros operando. Apés sua operagdo, cada
sumidouro reverte as suas arestas na dire¢cdo oposta. A nova
orientacdo gerada é também aciclica, pois todos os
sumidouros foram transformados em fontes e esse tipo de
operagao claramente ndo cria ciclos. Por isso, um novo
conjunto de sumidouros serd obtido. O processo, entio se
repete, com os sumidouros operando e revertendo suas
arestas, definindo assim o escalonamento pretendido.

D. Propriedades do ERA.

Esse simples passo de escalonamento apresenta
propriedades muito interessantes que serdo introduzidas
aqui. Para uma descricio completa destas e de outras
propriedades, incluindo provas, ver [BAR 89].

Chamamos de @; uma orientacdo aciclica qualquer.
Uma operagdo ou escalonamento € uma seqiiéncia
ol ;)= @,,... de orientacdes aciclicas, cada uma gerada
pela reversdo das arestas da orienta¢do anterior nos moldes
do ERA. Pode-se perceber que o escalonamento realizado
de forma sincrona (como estaremos considerando aqui, com
todos os sumidouros operando e revertendo as arestas
sincronamente) € totalmente definido pela orientag@o inicial
do grafo de dependéncias, ji que cada passo é bem definido
e deterministico. Assim, podemos encarar @; como a
prépria operagdo.

>
: o

Fig.1: Exemplo de operagdo com um ciclo de apenas 2
orientagdes aciclicas.

Também € facil verificar que, dado que existe um
nimero finito de orientacbes possiveis, € garantido que o
algoritmo entra em um ciclo de orientagdes, com
seqiiéncias de orientagdes se repetindo a cada ciclo (fig. 1).
Assim, podemos escrever que Ji,k /< i < k para os quais
w=wy. Observe que poderd existir um conjunto de



orientacdes iniciais que ndo serdo parte do ciclo que serd
formado, mas pelo qual a operagdo ird passar antes de
entrar na primeira orientagdo pertencente ao ciclo.

Denotamos mj @,,g) o nimero de vezes que n; operou
nos g passos do algoritmo apés . Uma importante
propriedade do ERA € que, em um ciclo, o niimero de vezes
que cada né do sistema opera € igual, independentemente
de serem vizinhos ou ndo em G”.

Assim, como o ciclo se repete indefinidamente, temos
que Vin; € N lim, mfw,q) = lim, ,.miw,q), 0 que
garante niio um escalonamento starvation-free, como ainda
oferece uma forma de justica na operagéo, pois, no limite,
nenhum né opera mais do que outro. Na verdade, a
diferenca s6 poderd ocorrer na seqiiéncia de orientagcdes
anteriores ao ciclo.

Podemos, portanto, chamar apenas m(@;) o nimero de
vezes que um noé opera dentro do ciclo (como € igual para
todos 0s nds, ndo € necessario o subscrito). Também
podemos chamar p(®;) o tamanho do ciclo alcangado a
partir de @l. Este é, na verdade, o nimero de diferentes
orientagdes aciclicas existentes no ciclo.

Uma boa medida da eficiéncia de uma operacdo € a
razaio m(w;)V/p(w;). Esta € uma matematizacio da
"quantidade de concorréncia" gerada por uma operacdo e é
representada por H ;)= m(@;)/p(w;).

E ficil notar a relagio 1/2 < fw,;) < 1/n (onde n é o
nimero de nés de N), ja que, na pior das hipéteses, cada né
do sistema opera uma vez sozinho e, na melhor, cada par de
nds vizinhos se reveza na operacdo sem intervalos em que
nenhum dos dois opera.

Existe uma expressdo que representa o valor de y ).
Para mostrd-la, devemos introduzir algumas notagGes. Se
nio for uma drvore, entio, existe pelo menos um ciclo
simples & em G” (ciclos simples sio aqueles que passam,
no médximo, uma vez por cada né). |x1 € o niimero de nés de
ke K é o conjunto de todos os ciclos simples de G”.

Depois de aplicada a orientag@o ¢; no grafo, denotamos
por n'(kKw;) e n(K@) o nimero de arestas, em &,
orientadas na  direcdo  horiria e  anti-horiria
respectivamente.

Definimos a expressdo abaixo:

n'(:c,a),) n (ko)

plx,®,)=min

s

e vl
Teorema 1. Dado um grafo G” orientado inicialmente
por @, a concorréncia do escalonamento gerado pela
operacio do ERA é dada pela expressio
Hew)=min,.xp( K o).

Prova. Em [BAR 89]. ]
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II1. OS ALGORITMOS.
A. Calabrese/Franca

A.1 Apresentagdo do Algoritmo.

Os algoritmos que aqui descrevemos foram
desenvolvidos a partir das idéias bisicas contidas em [CAL
94] e [CAL 97]. Este utiliza um gerador de nimeros
aleatdrios simples que pode gerar 0 ou 1 randomicamente.
Por isso, dizemos tratar-se de uma moeda.

O algoritmo executa sincronamente. Cada né é dito
probabilistico se ainda estd participando do algoritmo
(nesse caso, ele ainda tem arestas incidentes nao orientadas
e continua tomando parte nos sorteios) ou deterministico,
no caso de ndo participar mais por ji ter tido todas as
arestas incidentes orientadas. Em cada passo do algoritmo
todos os nds probabilisticos langam uma moeda, obtendo 0
ou 1. Um nd que obtiver 1 e cujos vizinhos probabilisticos
restantes tiverem obtido O ird orientar todas as suas arestas
ainda ndo orientadas na sua direcdo. O algoritmo executa
até que todas as arestas sejam orientadas.

Tal algoritmo € bastante ineficiente se a probabilidade
de obter-se 0 ou 1 no sorteio for 1/2. Por isso, comumente,
a moeda € "viciada" ou polarizada, da seguinte forma:
P{moeda;=1} = 1Aviz(m;)+1) e P{moeda=0} = 1 -
P{moeda;=1}, onde viz(n;) representa o nimero de vizinhos
probabilisticos do né n;. Desta forma, intuitivamente, em
uma dada vizinhanga, apenas um dos nés tende a obter 1 no
sorteio.

A.2 Tempo de convergéncia.

Tempo de convergéncia é a medida do nimero de
passos que o algoritmo precisar dar para que este convirja
(termine), ou seja, até que todos os nds se tornem
deterministicos. Em [CAL 97] existem duas andlises de
convergéncia do  algoritmo para sistemas com
caracteristicas especificas. A primeira mostra que a
convergéncia para grafos completos (ou seja, totalmente
conectados) ¢é  O(INl), ou simplesmente, O(n).
Intuitivamente, temos que, em cada passo do algoritmo,
para grafos completos, P{moeda;=1}=1/npp (Nprop € ©
nimero de nds probabilisticos no passo). A prova
demonstra que a probabilidade de algum né ganhar no
sorteio (tirar 1 e todos os outros tirarem 0) é = I/e e,
portanto, haveri um ganhador, na média, em menos de ¢
passos. Portanto, para todos o0s nds tornarem-se
deterministicos deverd ocorrer um nimero de passos menor
que n.e, portanto O(n).

A outra andlise ¢ sobre grafos onde o nimero de
vizinhos de cada né de um grafo menor que uma constante
k independente de n. Essa grandeza é denominada grau
miximo do grafo ou A. Nesses grafos, que sdo um caso de
grafos esparsos, o algoritmo converge em O(log n).



B. Alg-Viz.

Esse algoritmo € uma extensio muito simples do
anterior e propde que o sorteio seja realizado com niimeros
em uma faixa de valores inteiros. Isso equivale & utilizagio
de um dado de f faces em vez de uma moeda. Assim,
poderemos obter como resultado do sorteio nimeros
inteiros de 0 a f~1.

Nés x Convergéncia - Grafos Completos - 50 Nés - 10 Faces

Convergéncia
5355588858

10 20 30 40 50 60
Nomero de Nos do Gralo Completo

Fig. 2: Alg-Viz. Dados polarizados e nio polarizados.

Assim, Alg-Viz pode ser descrito da mesma forma que
o algoritmo Calabrese/Franga, sendo necessdrio chamar a
atenc¢io apenas para o fato de que, agora, um né ganha no
sorteio quando tira o maior valor entre os seus vizinhos.

Da mesma forma que no algoritmo Calabrese/Franca, a
utilizagdo de um gerador de nidmeros aleatérios nao
polarizados torna o algoritmo muito ineficiente, a ndo ser
que existisse alguma relacio entre f e alguma caracteristica
global do grafo, o que ndo € razodvel, jd que trabalhamos
com a hipétese de ndo existéncia de informagdes globais do
sistema. A figura 2 dd uma idéia, através de resultados de
simulagbes, da melhora ocorrida com a utilizagio de
polarizacdes. As simulagdes apresentadas nesse trabalho
sdo versoes seqiienciais dos algoritmos escritas em
linguagem C. Cada ponto do grifico é obtido pela
simulagio com centenas de grafos conexos gerados
aleatoriamente.

O método de polarizacio utilizado é diferente para cada
no do sistema e é mostrado abaixo:

£ <viz(n, )+ 1:
1
Pldado, = f - 1}= ———
W= 1 viz(n, )+ 1
| f-1
Pldado, =a}=m(l - >, Pldado, =k})05asf—2
f>vizln, )+ 1:

Pldado, =a}=%.Va talqueO<sa< f -1

Desta forma, mantém-se uma polarizagio similar aquela
utilizada em Calabrese/Franca para os casos em que
J=viz(n;)+1 e, para os casos em que f>viz(n;)+ 1, aproveita-
se o fato de haver mais faces do que vizinhos para
particionar melhor a probabilidade de cada face. Esta
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polarizacdo foi escolhida por ter se mostrado a mais
eficiente na comparacgiio com outras alternativas.

B.1 Tempo de convergéncia.

Obviamente, as andlises de convergéncia realizadas para
o algoritmo Calabrese/Franga sdo igualmente vélidas para
Alg-Viz, ja que, Alg-Viz apenas faz um particionamento na
maior na  distribuicio  de  probabilidades  de
Calabrese/Franca. Também nio parece que a utilizacio de
dados em vez de moedas modifique a complexidade da
convergéncia a ndo ser que haja uma relacéo entre fe uma
caracteristica global do sistema (o que ji foi dito ndo ser
uma op¢io para o nosso caso). A grande vantagem de Alg-
Viz em relagdo a Calabrese/Franca é diminuir (e, no caso,
de dados com muitas faces, anular) o efeito dos empates
entre vizinhos na convergéncia do algoritmo, permitindo
uma andlise mais fiel do tempo de convergéncia do
algoritmo.

Alg:Viz (N6s x Convergéncia)

2

3 #— Conectividada 0,3
% —@— Conectividade 0.5
H Conectividade 0,8
8 Gralo Completo

Fig. 3: Alg-Viz - com ¢ constante, conv ¢ fungéo linear de n.

Antes de prosseguirmos na apresentacdo das
propriedades de convergéncia de Alg-Viz, precisamos
definir exatamente o que consideraremos conectividade de
um grafo daqui para frente. Isso se deve ao fato de a
conectividade de um grafo, no sentido de "quao conexo" € o
grafo, exerce forte influéncia sobre o tempo de
convergéncia, j4 que grafos mais conexos tenderdio a
convergir mais devagar para o fim.

Para nés, a conectividade ¢ de um grafo serd a razio
entre o niimero de arestas que o grafo possui e o niimero de
arestas que ele poderia possuir com o mesmo nimero de
nds. Logo S

q=ﬂ(n—l)

Pela figura 3, pode-se observar uma caracteristica
interessante acerca do tempo de convergéncia (conv) de
Alg-Viz. Note que utilizamos daqui para frente nimeros
grandes de f de tal forma que este ndo influencie na
verificagio da convergéncia do algoritmo, jd que
praticamente anula a possibilidade de empates nos sorteios.
Pelo grifico, claramente, temos que, mantendo-se ¢



constante, conv € fungdo linear de n. Além disso, o
coeficiente da reta fica muito préximo de g.

C. Alg-Arestas.

Este algoritmo apresenta uma filosofia um pouco
diferente dos anteriores (Alg-Viz e Calabrese/Franga). Em
vez tentar gerar sumidouros entre os nds probabilisticos,
Alg-Arestas muda o foco de atengdo para as arestas.

O algoritmo também ¢ simples e funciona assim:
considere um né n; e todos os seus vizinhos v; ligados a n;
pelas arestas m;. Todos os nés do sistema sorteiam um
nimero com um dado de f faces, obtendo dado(n;). n; ird
comparar dado(n;) com dado(v;) para todo v; tal que my;
ainda ndo foi orientada. Para cada m; em que
dado(n;)>dado(vy), orienta my; na diregio de n;. O processo
¢ repetido até ndo sobrar nenhuma aresta sem orientagao.

Uma prova formal de que Alg-Arestas funciona é dada
abaixo:

Teorema 2. Alg-Arestas sempre gera orientagdes
aciclicas em qualquer grafo G(N.E).

Prova. Definimos K como sendo o conjunto de todos os
ciclos simples (sem nds repetidos) em G(N, E). A idéia é
provar que o algoritmo ndo gera ciclos para nenhum xeKk.
K € composto dos nos up,...,u,.;, considerados em ordem de
vizinhanga no ciclo, de tal forma que u; é conectado por
uma aresta de X a Ugyg) moa 11y 0 <0 < Ikl. Os niimeros
sorteados para os nds u; sdo dados por u’;. Temos duas
possibilidades:

(a) u'p=u';=...=u"\y.; - Nesse caso, nenhuma aresta do
ciclo é orientada e o sorteio € executado novamente;

(b) Fa, 0 <a <|xd-1, tal que u’, < W'is/moain - Nesse
caso, tomemos uma nova nomeagdo dos ndés como
tal que Vi=Ugspmoan. Como  vp=u, e
Vi=Uas modists J4 Sabemos que v’y < V', portanto a aresta
(vp,v;) terd a diregdo vy—v,. Desta forma, se ¥, /5j<lxi-2,
tivermos que v'; <v';, ), entdo v, >V’ e, portanto, a aresta
(V-1 , Vo) serd orientada na diregio vy— vy,y.s, tornado vy um
sumidouro nas arestas de &, impossibilitando a formacao de
ciclo em & nos passos seguintes do algoritmo. Por outro
lado, se Jj, I <j < Ixl-2 tal que v); > v';,;, entao a aresta
(v;vj.1) serd orientada na diregiio vj«v;,,. Assim, teremos a
seguinte situagdo (o simbolo <> significa orientagdo
indefinida) que define a impossibilidade de formagiio de um
ciclo em & nos passos seguintes do algoritmo.

VoyVisee s Vind-1

Vin-1 €2 Vo —)v, AT ] (—vj”(—) e V. U

C.1 Convergéncia de Alg-Arestas.

E bastante ficil perceber que Alg-Arestas tem
convergéncia muito mais rdpida que Alg-Viz. Vamos
apresentar duas medidas analiticas dessa convergéncia.
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A andlise intuitiva é a seguinte: em um sorteio, a
probabilidade de empate entre dois vizinhos é de I/
Assim, enquanto o nimero de arestas € grande, esta é a
proporgido de empates ocorridos a cada passo do algoritmo.
Assim, em cada passo, uma propor¢ido de I/f das arestas
ndo orientadas até aquele passo permanecem sem serem
orientadas. Portanto, a convergéncia é dada por conv(Alg-
Arestas) = ﬁogfmz onde m é o nimero de arestas
inicialmente. Apesar de intuitivamente razodvel e de
apresentar resultados proximos da realidade, esta andlise
nio é realmente precisa, pois a propor¢do I/f sé é vilida
quando o nimero de arestas sendo consideradas ¢é
suficientemente grande.

Abaixo, introduzimos e demonstramos um teorema que
¢ resultado de uma andlise mais complexa, porém bastante
fiel, do tempo de convergéncia do algoritmo (E/x]
representa a média de x - expected value).

Teorema 3. Dado um grafo G(N,E) com m arestas e um
dado com m faces, o algoritmo Alg-Arestas converge, na
média, de acordo com a seguinte expressio:

E[conv]= ‘z:‘[(l -f" Y" - (1 - )"]

Prova. Cada aresta é orientada independentemente das
outras. Portanto, podemos definir uma varidvel aleatéria de
Bernoulli que modela cada tentativa de orienta¢do de uma
aresta, ou seja, a disputa de dados entre os dois nds que sdo
conectados por esta. A probabilidade de fracasso, ou seja,
de a aresta ndo se orientar, é igual a de dar empate na
disputa entre dois dados de nimero de faces iguais a f, ou

seja, 1/f. Assim:

Probabilidade de fracasso: g=1/
Probabilidade de sucesso: p=1-g=1-1/f

Desta forma, o nimero de sorteios necessdrios até que
uma dada aresta consiga se orientar pode ser modelado por
uma varidvel aleatéria geométrica X com p e ¢ dados acima.
Assim, a probabilidade de uma aresta ter que dar i passos
até se orientar é dada por:

i-l

As tentativas de orientagdo das diversas arestas sido
independentes. Tratam-se, portanto, de m varidveis iguais e
independentes: X, X,,...X,,.; (podendo ser representadas
individualmente apenas por X). Para uma dada execugio do
algoritmo, a convergéncia é dada por Max{X,X,,...X,.,;}, ja
que é o numero de tentativas da ultima aresta a ser
orientada que nos importa. Assim, a convergéncia média do
algoritmo ¢ dada por:

f-1
Se— (1
r ;

E[conv] = ii.P[Max{X,,,..., X,.}= i] (2)
i=1



Porém, temos que:
P[Max{X,.... X, }=i]=
=§ ["_IJ.P(X =iy.P(X <i)" | (3)
=\ J

A equagiio (3) € um bindmio de Newton sem a primeira
parcela (j=0). Portanto, podemos reescrevé-la:

[P(X =i)+P(X <i)]" - P(X <i)" (@)
Sabemos também que:
P(X <i)=1-P(X 2i)=1-FP(X = j):f—iff—i
J=i

Substituindo (5) e (1) em (4) - que é igual a (3) -,
podemos calcular (2), obtendo a expressio desejada. []

(5)

A tabela abaixo confronta, para alguns valores de m e f,
os resultados obtidos por simulagio, pela expressio
aproximada (ﬁog_,m 5 e pelo somatério. Também foi
incluida a expressio logm+/ que, para alguns valores,
apresenta uma melhor aproximagdo do que ﬁogﬁn 1 apesar
de ndo ter uma relacio clara com a média dos valores.

TABELA 1

COMPARAGAO ENTRE AS CONVERGENCIAS OBTIDAS NAS
SIMULACOES E OS VALORES PREVISTOS NAS ANALISES

Arestas | Faces | Simulagio [ ¥ | [logm] | logm+1
100 10 2.70 2.74 2 3
200 110 1.82 1.86 2 2.13
300 210 1.79 177 2 2.07
400 310 172 1.73 2 2.04
500 410 1.70 1.71 2 2.03

O tempo de convergéncia de Alg-Arestas é bastante
pequeno quando comparado com Alg-Viz. Na verdade, na
situagio em que f>>m, podemos considerar que o
algoritmo converge em apenas | passo, o que ¢ um
resultado muito bom, ja que podemos sem muito custo
utilizar valores bastante grandes de f. Na figura 4 podemos
observar o tempo de convergéncia do algoritmo para
diferentes valores de f e m. Note que os valores sio
realmente pequenos, mesmo para um nimero reduzido de
faces do dado.
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IV. CONCORRENCIA.

Nesta sec¢dio pretendemos mostrar a relacio existente
entre as concorréncias geradas e os algoritmos propostos.
Nas figuras 5 e 6, sio mostrados griaficos para as
concorréncias geradas por Alg-Viz e Alg-Arestas,
respectivamente. Os valores sdo confrontados com a
conectividade dos grafos. Em cada grifico, hd curvas para
grafos com diferentes niimeros de nés.

Alg-Arestas (Faces x Convergéncia)
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Fig. 4: Tempo de convergéncia de Alg-Arestas.

As concorréncias geradas por Alg-Viz sdo normalmente
superiores aquelas geradas por Alg-Arestas (apesar de a
escala e o valor fixo para o caso de drvores prejudicarem
um pouco essa percepgio).

Alg-Viz (Conectividade x Concorréncia)
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Fig. 5: ¢ x ypara Alg-Viz.

Considerando apenas a expressio da concorréncia
apresentada na segdio Il nfio € possivel ter uma idéia de
quais caracteristicas uma orientagdo precisa ter para resultar
em uma boa concorréncia. Assim, ¢ igualmente dificil
avaliar porque um algoritmo pode gerar orientacdes
melhores do que outros.



Alg-Arestas (Conectividade x Concoméncia)
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Fig. 6: g x y para Alg-Arestas.

Uma suposi¢io intuitiva era a de que a geragdo de um
nimero maior de sumidouros inicialmente deveria
corresponder a orientagdes com potencialmente maior
concorréncia. Realmente, se considerarmos o tipo de
orientagio gerada por Alg-Viz e Alg-Arestas, ndo ¢ dificil
prever que o primeiro tenderd a produzir um niimero maior
de sumidouros (até porque é baseado em criacio de
sumidouros) o que casa com a constatacdo de que Alg-Viz
realmente produz melhores concorréncias que Alg-Arestas.

Comparagao de Concorréncia Conectividade x Concorréneia-110 Nés

Fig. 7: Comparando yentre os algoritmos.

A. Alg-Cor.

Desta forma, introduzimos um outro algoritmo,
chamado de Alg-Cor, que € uma extensdo imediata de Alg-
Viz e que tem por objetivos gerar concorréncias melhores
que os anteriores, privilegiando a criagiio de sumidouros.

A idéia é a seguinte: considere um caminho simples
(sem repeticio de nds) no grafo formado pelos nés
ngny,....n em ordem de vizinhanga. Imagine que Alg-Viz
oriente estes nds exatamente na ordem apresentada. O tinico
sumidouro possivel entre estes nds é n,. Alg-Cor tende a
aumentar o ndmero de sumidouros ndo orientando as
arestas do né tdo logo ele ganhe o sorteio, mas atrasando a
orientagdo das arestas para um momento posterior.
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Funciona assim: o né, quando ganha o sorteio, escolhe
uma cor (ndmero inteiro positivo qualquer). Esta cor ndo
deve ser igual 2 de nenhum dos vizinhos ji coloridos e deve
ser a menor possivel. Assim, por exemplo, se 2 vizinhos de
um né jd estdo coloridos com 0 e 2, o né escolhe 1. Se ja
estdo coloridos com 2 e 3, o né escolhe 0. Cada né que for
colorido orienta as arestas incidentes a vizinhos ja coloridos
na dire¢iio da maior cor.

Na seqiiéncia discutida acima, os nds pares nio estariam
impedidos de se tornarem sumidouros, pois escolheriam a
sempre o 0 como cor, ji que os impares escolheriam 1. E
claro que estamos desconsiderando os outros vizinhos do
né fora da seqiiéncia, o que ndo invalida o argumento de
que um maior nimero de sumidouros seria gerado.

Como pode ser observado na figura 7, as concorréncias
geradas por Alg-Cor superam em grande margem as
geradas por Alg-Viz e Alg-Arestas.

B. Concorréncia e o maior caminho orientado.

A figura 8 mostra um grifico de dispersio com o
resultado de 100 execugdes de cada algoritmo, comparando
o nimero de sumidouros gerados em uma orientagiio e a
concorréncia da mesma. Apesar do sucesso no
desenvolvimento de Alg-Cor, esta figura mostra que nio é
exatamente o numero de sumidouros que influi tdo
fortemente na concorréncia gerada. Tal conclusido vem do
fato de, entre as orientagdes geradas por um mesmo
algoritmo, essa relaciio niio se concretizar,

Fatores da Concorréncia (50 Nés - 500 Arestas)

| @ Alg-Arestas
WAlg-Cor
Alg-Vizinhos

Nomero de sumidouros gerados

Fig. 8: O nimero de sumidouros nio determina a qualidade da
concorréncia.

Nesse ponto, introduzimos o conceito de decomposicdo
por sumidouros ou sink decomposition. Esta é uma parti¢ao
de N em conjuntos disjuntos Sg,S},...,5;.;, de tal forma que
nes; se, e somente se, 0 maior caminho direcionado de n
até um sumidouro tem k arestas. Estes conjuntos podem ser
construidos assim: em Sy insira todos os sumidouros do
grafo, retirando-os deste. Insira todos os sumidouros do
grafo induzido restante em S, e assim sucessivamente.

No ERA, a operagdo se dd primeiramente pelos nés de
Sp. Apds operarem, estes nds revertem as suas arestas, indo
fazer parte de outros conjuntos. Os nés de S; passam a ser



do conjunto Sy e isso vai indefinidamente. Note que 4 é o
nimero de arestas do maior caminho orientado do grafo.
Note também que A nunca aumenta com a operagio do
ERA, pois ao sair de S, nunca ird para um suposto S;, jd
que todos os nés do antigo S; ; fazem parte agora de §;..

Uma relagdo interessante, que surge do entendimento
dessa dindmica, é y=I/4 [FAR 99], jd que, na pior das
hipéteses, A ndo diminui e cada né opera uma vez e vai para
compor S;,. Portando, A define indiretamente um limite
inferior para a concorréncia gerada pela orientagio. Logo, é
um bom candidato a ser examinado como fator relevante
para a formacdo da concorréncia.

Média - 50 Nés x 500 Arestas)
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WAIg-Viz
| Alg-Cor
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Fig. 9: A x g - grafo com conectividade média.

De fato, pela figura 9, vemos a importincia de 4 na
composi¢do de y. Esta relac@o ndo € deterministica, pois é
possivel obter duas orientagdes @ e @ em que A(w)>A(a) e
Hw)>1 ). Na verdade, pode-se provar que a relagio
inversa entre 4 e y é mais forte para grafos com maiores
conectividades.

V. CONCLUSOES.

Foram apresentados trés algoritmos distribuidos nao
deterministicos para geracao de orientagdes aciclicas em
sistemas distribuidos andénimos: Alg-Viz (uma extensdo
direta do algoritmo  Calabrese/Franca);  Alg-Cor
(semelhante a Alg-Viz e que gera melhores concorréncias);
e Alg-Arestas (que, em certas circunstincias, gera
orientagdes aciclicas em menos de 2 passos).

Os tempos de convergéncia dos algoritmos foram
analisados tanto através de simulagdes quanto de modelos
matemdticos. Particularmente, para Alg-Arestas, além das
simulacdes, foram mostrados dois modelos matemdticos
descrevendo a convergéncia do sistema. '

Os trés algoritmos foram testados como passo inicial
para o algoritmo de escalonamento distribuido conhecido
como ERA, particularmente no que tange a "quantidade de
concorréncia" gerada.

A. Trabalhos futuros.

’

Um possivel trabalho futuro € a utilizagio de uma
versio de Alg-Arestas para gerar orientagoes em multi-
grafos como passo inicial para o SMER (Scheduling by
Multiple Edges Reversal), uma variagio do ERA para
sistemas que ndo se encontram sob alta carga. Também no
SMER, a orientag¢do inicial determina a concorréncia do
sistema.

Além disso, Alg-Arestas aparece como um poderoso
algoritmo de quebra de simetria. Estuda-se também a
utilizagio desse algoritmo em outras aplicagdes que possam
se valer de uma orientagiio aciclica para sua resolugdo.
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