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Resumo

Este trabalho apresenta uma solugdo paralela para o
algoritmo do gradiente conjugado pré-condicionado de
modo a resolver sistemas de equagdes lineares simétricos
definidos-positivos em cluster multiprocessado. Essa
solugdo paralela é obtida via decomposi¢do de dados,
onde o dominio computacional é particionado usando o
algoritmo RCB (Recursive Coordinate Bisection), de modo
a minimizar as comunicagbes e balancear a carga
computacional. O modelo de programagdo utilizado é o
SPMD e o paralelismo entre os nodos no cluster de PCs é
explorado via troca de mensagens usando a biblioteca
MPICH. A troca de mensagens entre os processos usa dois
algoritmos de ordenagdo para evitar deadlock e melhorar
o desempenho computacional. O paralelismo intra-nodal é
explorado empregando a biblioteca Pthreads.

I-INTRODUGAO

O uso de clusters, na execugdo de algoritmos paralelos,
vem tendo um aumento significativo nos tltimos anos, devido
ao seu baixo custo, a escalabilidade da arquitetura e o
surgimento de rapidas redes de interconexdo. Clusters sdo
arquiteturas basecadas no agrupamento de maquinas
independentes, interconectadas por uma rede de comunicagdo
rapida. Podem ser formados por miquinas monoprocessadas
e/ou multiprocessadas. No caso de multiprocessadas, além do
paralelismo entre nodos, pode-se explorar o paralelismo intra
nodos.

Neste trabalho explora-se o paralelismo em clusters
multiprocessados dando énfase nos aspectos de ordenacio das
mensagens entre os processos e no emprego de métodos para
acelerar a convergéncia do algoritmo do gradiente conjugado,
objeto de paralelizagio neste trabalho.
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I1. METODOS DO SUBESPACO DE KRYLOV PRE-
CONDICIONADOS

A classe do subespago de Krylov pertencem aqueles
métodos cuja iteragdo atual depende da iteragdo anterior. Os
algoritmos dessa classe resolvem o sistema de equagdes
Ag=b, encontrando solugdes aproximadas ¢™ para um
subespago m-dimensional, onde @’LK™, em que ¢" é a
aproximagdo inicial, impondo a condi¢do b-A@™LL™, onde L™
¢ um subespago de dimensdo m, e K=K(A,") é 0 subespaco
de Krylov definido por K(A,’")=span(r’’, A° A™",..., A™'r"),
onde r’=b-A¢’ é o residuo [7].

A escolha do método iterativo mais apropriado em cada
situagiio depende das caracteristicas da matriz dos coeficientes
do sistema de equacdes. Neste trabalho, busca-se solugdes
paralelas onde as matrizes sdo esparsas, de grande porte e
simétricas definidas-positivas (SDP). Nesse caso, o método de
solugfio mais efetivo ¢ aquele do gradiente conjugado (GC),
dada sua eficiéncia, robustez e grau de paralelismo. A Fig. 1
mostra o algoritmo do GC empregado nesse trabalho.
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Fig. 1: Algoritmo do GC pré-condicionado [7]
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A. Pré-condicionamento

Nido obstante a sua eficiéncia computacional, pode-se
acelerar a convergéncia do algoritmo do GC através do
emprego de pré-condicionadores. A taxa de convergéncia de
algoritmos iterativos depende da distribui¢do dos autovalores
da matriz, que pode ser melhorada transformando o sistema de
equagdes original Ag=b em um outro equivalente na forma
MA@=Mb, onde M ¢ a matriz pré-condicionadora.

O pré-condicionamento pode ser implicito ou explicito. Na
abordagem implicita obtém-se M de modo a aproximar a
matriz A sem a necessidade de calcular M diretamente. Na
abordagem explicita deve-se calcular a matriz M para
aproximar A" diretamente. Em qualquer caso, o pré-
condicionador deve ser obtido eficientemente e de modo que
M'A =I, assegurando uma boa taxa de convergéncia com
minimo de custo computacional. Como a eficiéncia do pré-
condicionador €, em geral, inversamente proporcional ao custo
de sua obtengdo [2] deve-se equilibrar o ganho da
convergéncia com o custo do pré-condicionamento, de modo a
diminuir o tempo total de execugdo do algoritmo.

Neste trabalho fez-se experiéncias numéricas com dois
tipos de pré-condicionadores. Um deles é aquele baseado em
aproximagdes polinomiais, e é empregado para obter o pré-
condicionador para o solver global. Aproximagoes
polinomiais baseadas na série de Neumann mantém as
caracteristicas da matriz original quanto a positividade ¢
simetria e, quando convenientemente truncada, também
mantém a esparsidade de A.

O segundo pré-condicionador emprega a abordagem de
decomposi¢io de dominio aditivo de Schwarz com
sobreposicio (MDDA) de modo a se obter o pré-
condicionador ja distribuido entre os processos. Nesse caso
emprega-se a fatoragdo de Cholesky incompleta - IC(0) - e a
fatoragdio de Cholesky diagonal incompleta - DIC(0) - para
obter as aproximagdes para as solugdes locais na etapa de pré-
condicionamento.

A,. Pré-condicionamento polinomial

Para se obter uma aproximagdo polinomial, que aproxima
A" explicitamente, onde A é uma matriz SDP, decompde-se
inicialmente A como A=D+L+L", onde D, L e L' sio,
respectivamente, a diagonal principal, a matriz triangular
inferior ¢ a matriz triangular superior, e escreve-se J como J =
~D(L+L") e faz-se A=D(I-J). Com isso, a inversa de A é
escrita como uma série de poténcias como A’'=Y(-1)*[D"
(L+L"*D, onde O<k<m. Para k=0 obtém-se o pré-
condicionador de Jacobi (D), e para k =1 o polinémio gerado
nio destréi a esparsidade de A. Nesse caso o pré-
condicionador gerado é M'=D"-D"(L+L")D"',

A,. Pré-condicionamento baseado no MDDA de Schwarz
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O MDDA de Schwarz decompde a solugdo do dominio
Qc R em solugdes de N subdominios sobrepostos €, tal
que QcU"Qy, onde os contornos internos sdo denotados por
I=0QNQ; onde dQ denota a fronteira de Q. A fronteira
artificial T é a parte de €; que € interior de €2, e IQ,\I; sdo os
pontos de 0€; que ndo estio em I Nessa abordagem os
subdominios usam a solugdo da ultima iteragdo como
condigdo de contorno, de modo que cada um deles € resolvido
independentemente, ¢ as comunicagdes ficam restritas as
fronteiras.

O objetivo € usar essa abordagem gerando um pré-
condicionador, implicitamente, ja distribuido, onde o grau de
paralelismo s6 depende do nimero de processadores
disponiveis. Nesse caso, o passo d=Mr (e o passo s&=M'r)
do GC da Fig. 1 pode ser obtido de modo distribuido para os
p-subdominios gerados pelo algoritmo de particionamento de
malha, onde p € o nimero de processos.

Esse pré-condicionador € obtido através das solugdes dos
subproblemas d=M;'r, com 0<i<p. Especificamente,
empregando as notagdes como em [9], se R; denota a matriz,
que aplicada ao vetor solugdo, retorna os valores associados
com determinados nodos, e R;" mapeia os valores 4 matriz
global A, entdo os valores de uma submatriz A;, associada
com uma sub-regido €, sio obtidos pela operagio A=R,AR;".
Usando essas notagdes pode-se mostrar que a matriz pré-
condicionadora, gerada via MDDA de Schwarz, é expressa
por Ml=EiRiTAi'lR;. Essa abordagem gera uma solugio
chamada de Krylov-Schwarz (KS), que ¢ um método de
Schwarz acelerado por um método de Krylov [8]

Para aproximar o problema localmente, ou seja obter M;”
tal que M;'A=l; foram empregadas duas fatoragdes
incompletas, a IC(0) e a DIC(0). No primeiro caso escreve-se
A como A=LDL", ¢ o IC(0) ¢ obtido em dois passos. No
primeiro, determina-se um fator incompleto para L, e no
segundo, resolve-se, a cada iteragdo do método do GC, dois
sistemas triangulares. Um algoritmo para determinar o fator
incompleto L;. de M, =L;.DL;." é mostrado na Fig. 2.

parak=12,...n-1
para i=k+1,..n
se (ik)e S faga
anx =ay
ag=an/ay,
paraj=k+l,..i
se(ij)eSe (k)ES faga
di=di-atix.di

Fig. 2: Algoritmo para o fator incompleto L;. [4]

onde S={(ij); Va;#0}. Se os elementos ay, com 1<k<n, sdo
todos positivos, o processo termina com os fatores
aproximados L. € D da matriz SDP, no qual se tem dy=ay e
ly=ag seie S,oulseig S

Dispondo da aproximagdo L, o pré-condicionador para o
algoritmo do GC, montado no passo d=My'r (e s=M,. 1), é
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obtido como d=M;.'r < d=(L.DL.")'r & (L DL.)d=r &
LiDz=r (para =L d) & Licy=r (para Dz=y). Resolvendo o
sistema triangular de equagdes L;.y=r obtém-se y. Sendo Dz=y
tem-se z=D''y e resolvendo o sistema triangular de equagdes
z=L;."d tem-se a solugdo d. Note-se que sendo a matriz SDP
vale que L.=Li." e os dois sistemas sdo resolvidos com passos
backward e forward.

No segundo caso, o DIC(0), €¢ uma versdo simplificada do
ILC(0), onde escreve-se a matriz como A=L+D+L" e o pré-
condicionador como M=(Dgi+L)Dyic” (Dyict+L"), sendo Dy o
fator diagonal incompleto que deve ser calculado. Seu
algoritmo esta apresentado na Fig. 3.

parai=12...
di=ay
parai=12...
di=1/dj
paraj=it+li+2..
se(ij) € Se(ji)e S faca
dy=dy-aidiay

Fig. 3: Algoritmo para o fator incompleto Dy [1]

Dispondo da aproximacgdo Dy, o pré-condicionador para o
algoritmo do GC ¢ montado no passo d=M,'r. Nesse caso nio
hé necessidade de calcular M diretamente, pois pode-se obté-
la como d=M.'r & [(DgtL)Dyc'. (DgtLDld=r &
[(DaictL)Dgc Jz=r (para z=(DyitLNd) < (Dyie+L)y=T (para
D'z=y). Resolvendo o sistema triangular (Dy+L)y=r obtém-
se y. Sendo D'z=y tem-se Dz=y e resolvendo-o sistema
triangular (D¢E+LT)d=z tem-se a solugio d. Sendo a matriz
SDP vale que L=L." e os dois sistemas triangulares sdo
resolvidos com varreduras, backward e forward.

Como foi usado o esténcil de 5-pontos nas construgdes dos
algoritmos numéricos, é necessario um halo de uma célula nas
fronteiras dos sub-dominios. Portanto, apos a obtencdo das
solucdes locais, ou seja, do calculo de d=M;'r;, com 0<i<p,
deve-se corrigir os valores das células adjacentes as fronteiras
artificiais a fim de estabelecer condigdes de contorno do tipo
Dirichlet homogéneas entre os sub-dominios. Neste trabalho a
opedo foi trocar, a cada iteragio do GC, os valores do esténcil
entre as células adjacentes e pegar a média de seus valores de
modo a estabelecer as CC homogéneas nos passos d<=M'r e
s&=M"'r do algoritmo do GC.

ITI. PARTICIONAMENTO DO PROBLEMA

Para se obter a solugiio paralela deve-se distribuir os dados
entre os processadores gerando os subdominios (ou
processos). Esses processos devem ter as caracteristicas que
cada um tenha carga proporcional a sua capacidade de
processamento € um minimo de fronteiras de modo a
minimizar o tempo de sincronizagdo entre os processos, dado
que aplicagOes paralelas sdo, geralmente, sincronas, e as
comunicagdes sdo restritas as fronteiras.
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O problema de particionamento de malha pode ser visto
como um problema de particionamento de grafos, quando se
considera o grafo G=(V,A,p,,p,) composto pelo conjunto
V={0,...,n-1} com n nodos; pelo conjunto ACVxV de arestas;
pelos pesos p, dos nodos; e pelos pesos p, dos vértices. Entiio,
pode-se associar, a cada nodo, processos ou dados, as arestas
as comunicagdes, a0s pesos p, a carga computacional, e aos
pesos p, a carga de comunicagio.

O problema de particionar o grafo em tantas partes
quantos forem os processadores, visando a minimizar o
nimero de arestas entre eles, ¢ conhecido como k-
particionamento, que consiste, no caso da malha gerada via
discretizagdo por diferencas finitas, em percorrer as células
efetivas de célculo do dominio, identificando-as e associando
a cada uma delas a sua carga computacional (vértices) e a sua
dependéncia de dados (arestas). A partir dai, pode-se gerar
uma lista que contém a quantidade de vértices e de arestas,
mais uma enumeragdo das relagdes entre cada vértice. Sendo
esse um problema NP-dificil [3] as abordagens heuristicas sdo
as (inicas vidveis.

Neste trabalho empregou-se o algoritmo RCB (Recursive
Coordinate Bisection) para gerar os sub-dominios ndo
retangulares que sdo resolvidos via GC em paralelo. A Fig. 4
mostra o particionamento em 23 processos para um dominio
usando o algoritmo RCB.

Fig. 4: Particionamento para o dominio do estudo de caso em 23 *
processos usando o algoritmo RCB

Esse particionamento foi gerado para o espagamento
horizontal Ax=Ay=100m. As espessuras das camadas verticais
foram obtidas observando que a camada superior varia no
tempo, pois depende da superficie livre. Com essas escolhas
tem-se 185.124 vértices (células efetivas de calculo) e 366.032
arestas quando com apenas | camada

IV. ORDENACAO DE MENSAGENS E ARMAZENAMENTO

No particionamento do dominio efetuado pelos algoritmos
de particionamento de grafos, os subdominios resultantes
possuem n vizinhos, que devem se comunicar durante a
solugdo do sistema de equagdes em paralelo para a troca de
dados. Além disso, deve-se utilizar uma estrutura de dados
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flexivel de modo a conciliar a gera¢do e o armazenamento da
matriz e dos pré-condicionadores.

Na comunicagio através de troca de mensagens, cada
primitiva de envio em um processo deve estar associada a uma
primitiva de recebimento no processo destino. Se isso ndo
ocorrer as informagdes enviadas serdo armazenadas em um
buffer. De qualquer modo, mais importante que o controle das
primitivas de envio, ¢ o controle das primitivas de
recebimento, pois se dois processos quiserem se comunicar
simultaneamente recebendo dados um do outro eles ficardo
em estado deadlock, mesmo com a existéncia de buffer.

Um exemplo de uma situagio onde existe a possibilidade
de ocorrer um deadlock pode ser apresentado baseando-se no
dominio apresentado na Fig. 5. Neste dominio se o processo
14 esperar uma mensagem do processo 7, e a0 mesmo tempo,
o processo 7 esperar uma mensagem do processo 15, e 0 15
uma mensagem do processo 14, os trés processos ficardo em
deadlock.

Além disso, embora o uso de buffer facilie o
desenvolvimento de implementagdes, o uso de uma ordenagéo
pode aumentar o desempenho da implementagdo. Assim,
neste trabalho sdo desenvolvidas e implementadas duas
estratégias de ordenagdo de mensagens que visam a
diminuigdo do uso de buffer e a eliminagdo da possibilidade de
ocorrer deadlock.

A. Ordenagdo de mensagens: método global

Essa estratégia ¢ baseada na analise de um grafo gerado a
partir do particionamento do dominio. Neste grafo os vértices
representam os subdominios (ou processos) e as arestas a
comunicagdio. A estratégia consiste em eliminar as arestas em
n fases de modo que cada eliminagdo seja armazenada em
ordem de ocorréncia em uma tabela de fases. Essa tabela deve
conter a identificagdo dos dois vértices ligados pela aresta
eliminada, formando uma fupla. A Fig. 5 ilustra a primeira
fase, onde os processos e as comunicagdes sdo inicialmente
identificadas.

BION

Fig. 5: Dominio particionado em 16 processos, representados pelos
vértices, e onde a comunicagdo entre eles € representada pelas arestas

E AN LV

A decisdo de qual a melhor ordem de eliminagdo das
arestas adotada nessa estratégia ¢ baseada em uma heuristica
que da prioridade para a eliminagdo das arestas ligadas a
vértices que possuem mais vizinhos. Devido ao fato dessa
estratégia ser global, os dados obtidos na ordenagio devem ser
distribuidos entre os subdominios de modo que eles recebam
as fuplas em que sua identificagdo estiver contida. Apés o
recebimento das fuplas cada processo ira criar suas tabelas de
ordenagdo de mensagens baseando-se na ordem em que as
tuplas foram recebidas.

Essa tabela de ordenagdo deve conter duas vezes a
identificagdo de cada vizinho, uma abaixo da outra, sendo uma
associada a acdo de envio e a outra a ac¢éio de recebimento. A
decisdo por enviar ou receber mensagens para cada vizinhos ¢
baseada no valor de suas identificagdes dando prioridade de
envio para os processos com identificador maior, assim
eliminando a possibilidade de criagio de um ciclo de
dependéncia e conseqiientemente um deadlock. A Tab. 1
mostra a seqiiéncia completa de fases para a ordenagio das
mensagens considerando-se o dominio da Fig. 5. Nessa tabela
as fuplas sombreadas mostram a seqiiéncia de dados que
devem ser enviados na distribui¢do, onde o processo receptor
devesero#7.

Tab. 1: Fases ﬁlobais para o dominio ilustrado na FiLS
Ciclo Vértice

Viértice Ciclo Vértice Vértice

2 4 3
3 16 15
M = 3 13 9
13 [ 3
12 |

As Tab. 2 e 3 apresentam, respectivamente, um exemplo
de uma parte da tabela global de fases atribuida a um processo
na distribuigdo (processo #7), e da tabela contendo a ordem de
mensagens resultante.

Tab. 2: Fases locais para o processo # 7 (método Ekobal)

Ciclo Vértice Vértice Ciclo Vértice Vértice
1 14 7 3 7 4
2 8 7 4 7 6
continua ao lado... 5 v 15

Tab. 3: Ordenagdo resultante para o processo # 7

irdce Acilo Vértice Acdio
14 Recebe 4 Reccbe
14 Envia 6 Envia
8 Recebe 6 Recebe
8 Envia 15 Recebe
4 Envia 15 Envia
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B. Ordenagdo de mensagens: método local

Essa abordagem requer apenas informagdes locais, que sdo
os identificadores dos subdominios (processos) vizinhos.
Semelhante a estratégia descrita anteriormente, essa segunda
estratégia também ¢ desenvolvida em n fases. Porém, esse
algoritmo cria apenas a tabela de fases local e a utiliza para
criar uma tabela de ordenagdo. A decisdo de qual a ordem em
que o identificador dos vizinhos deve entrar nessa tabela de
ordenacdo e qual a agfio que deve ser associada (recebimento
ou envio de mensagens) ¢ baseada na criagio de
identificadores logicos para cada processo vizinho e para o
processo local. A Fig. 6 ilustra a primeira fase, onde os
processos ¢ as comunicagdes sdo identificadas, destacando o
processo de nimero 7 que € utilizado no exemplo.

=
: 15 -L"LL
21O,

& L

Fig. 6: Dominio particionado em 16 processos

Esses identificadores logicos devem ser armazenados em
uma linha da tabela de fases, sendo que em cada fase do
algoritmo esses identificadores logicos devem ser alterados até
que todas as comunicagdes tenham sido ordenadas. O
algoritmo se baseia no fato de que cada identificador logico de
um subdominio (processo) deve estar na tabela de seus
vizinhos com o mesmo valor € que suas alteragdes sigam a
mesma regra.

Apos possuir os identificadores logicos é aplicado um
algoritmo em » fases, sendo que em cada fase sdo efetuados 2
passos. O primeiro passo é executar uma estratégia par-impar
onde os nodos cujo identificador logico tem paridades
diferentes da paridade do identificador logico local sdo
substituidos por um elemento nulo da tabela de identificadores
logicos e seus identificadores reais sdo colocados na tabela de
ordenagio de mensagens. O segundo passo € alterar os
identificadores logicos restantes e voltar para o passo anterior
até que o unico identificador logico existente seja o do
processo local. A alteragdo dos identificadores logicos é
baseada em sua paridade, os pares sdo divididos por dois e os
impares sdo transformados em pares com a soma da unidade
e, entio, também sdo divididos por dois.

A colocagdio dos identificadores reais na tabela de ordem
de mensagens deve ser de tal forma que os processos com
identificador logico par sejam colocados em duas posigbes na
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tabela, na primeira delas associados & agdo de envio e na
segunda posi¢do associados a agdo de recebimento. Como
uma fase da comunicagdo s0 inicia apds a anterior terminar e
como com pares e impares ndo € possivel criar um ciclo em
apenas uma fase ndo existe a possibilidade de ocorrer
deadlock. As Tab. 4 e 5 apresentam um exemplo de fases e da
ordem de mensagens, resultante para esse processo (processo
#7) ao final do procedimento de ordenagdo das mensagens.

Tab. 4: Fases para o processo # 7 (método local)

Vizinhos | Local
Identificadores Reais
6 | a4 | 8 [ 5 [ 1. | 7
Fasc Identificadores Ligicos
| 3 3 8 15 [} 7
2 = = = 8 - 3
3 - = = 4 = 2
4 o = = 3 = 1
5 - = = - - 1

Tab.5: Ordenagdo resultante para o processo # 7

Tabela de Ordenagiio do Processo 7
Vértice Agio Vértice Agilo
6 Recebe 4 Envia
4 Recebe 8 Envia
8 Recebe 14 Envia
14 Recebe 2 Recebe
6 Envia 2 Envia

As implementagdes dos algoritmos que usam essas tabelas
(Tab. 5 e Tab. 3) de ordenagdo permitem o recebimento de
mensagens antecipadamente a sua colocagio na tabela.

C. Geragdo e armazenamento do sistema de equagdes

Empregando o esténcil de 5-pontos gera-se sistemas de
equagdes lineares SDP escritos, onde “D” , “E”, “C”, “F” e
“S” sdo os coeficientes do sistema; “B” é o vetor dos termos
independentes; e ® ¢ a varidvel a ser calculada em cada célula
do dominio, como [6]:

By @+ Dy jo @k + Gy @0 + Fy @0

-0 Ptij-n F i 0.0 Pl T i )P
+8S,, Dl

(i+1j) 7 (f+1.4)

(1

Para montar o sistema de equagdes um procedimento varre
todas as células testando se as fronteiras sdo internas ou
contornos do dominio e, se sdo abertas ou fechadas apoés o
particionamento do dominio e, consequentemente, a geragio
de fronteiras artificiais entre os subdominios. Identifica-se
quais sdo as faces interna e aberta, relativo ao coeficiente “C”
entre os tipos “F”, “S”, “D” e “E”. Considerando-se a CC
outflow gradiente nulo entre as faces das fronteiras abertas
adiciona-se ao coeficiente “C” da célula, na montagem da
matriz, o respectivo coeficiente da CC outflow. As CC
verdadeiras (de Dirichlet) sdo agregadas ao vetor dos termos
independentes. Ao final desse processo a matriz dos
coeficientes estd gerada.

Note-se, porém, que dado a dependéncia de dados
decorrente do esténcil computacional e visando construir pré-

=8"
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condicionadores via MDDA, € necessario uma sobreposi¢do
(esténcil) de no minimo uma célula para armazenar a posi¢io
e o conteido dos elementos adjacentes a essas fronteiras. A
Fig. 7 ilustra um exemplo para as células intermas e de
fronteiras de subdominio, caracterizando as comunicagoes
necessarias na solugdo do sistema de equagdes e quando da
formagdo do pré-condicionador para o método MDDA.

& o

&F 56 [}
e [ [ ] w]e)
16 fir | s [uofan o)
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Fig. 7: Subdominio gerado pelo RCB onde se destaca as células
internas ¢ as células de fronteira e as suas enumeragdes locais

Cabe observar que o procedimento de geragio da matriz é
feito apds o particionamento do dominio e, portanto, as partes
do sistema de equagdes (e as submatrizes locais) sdo geradas
em paralelo e ja estdo distribuidas, cada processo possuindo
apenas parte da matriz global. Também possuem apenas parte
do vetor que durante a solugdo iterativa sera multiplicado pela
matriz. Para efetuar essa multiplicagio a parte da matriz
gerada a partir das informagdes locais do dominio possui os
elementos do vetor localmente, e seu acesso pode ser feito
pelo indice da coluna na matriz.

Note-se que sendo os dominios ndo retangulares e o
esténcil utilizado do tipo 5-pontos, a matriz de coeficientes
gerada € esparsa, de grande porte e contém, além do elemento
da diagonal principal, até quatro outros elementos por linha. A
matriz dos coeficientes ¢ armazenada no formato CSR
(Compressed Sparse Row) que armazena somente os
elementos ndo nulos em posigdes contiguas na memoria. Se n
¢ o nimero de elementos ndo nulos da matriz, o formato CSR
armazena n+N+1 posigdes, em vez de N°. Porém, o
armazenamento dos elementos das fronteiras dos vizinhos
adjacentes (esténcil) € feito individualmente em vetores pré-
ordenados.

Na Fig. 8 sdo representados os elementos do vetor local,
denotados por “x”, e os elementos da matriz, denotados por
“a” e por “c”, onde “a” e “c” sdo os coeficientes “E” ou “D”
ou “F" ou “S” ou “C”, respectivamente de (1). Ja os elementos

9

da matriz formados pelo esténcil sdo representados por “e”, e
sdo aqueles que necessitam receber elementos do vetor que
estdo em outros processos. Esses elementos sdo representados

por “v™.

B v, 0 v, {& X %o % Xa Xa we 0w
e, 00 € G 0 Qs 0 0 0 0 0
0 0 0 . ¢ QQua 0 0 0 0 Ueaw
0 Dey: 0 au: 6a 0 ag. 0 0 0 0

Muriz: 2 N .
00 0 a, 0O 0 G 0 4., 0 0 0O
0 0 o0 0 0 4., 0 Cu Gaes Sy 10
00 0 0 0 0 duedus e 0 0 0

Fig. 8: Representagdo para os elementos necessarios em Ax

Baseando-se na Fig. 8 serd descrita a estratégia empregada
para armazenar os elementos necessarios para obter o produto
matriz por vetor Ax.

Uma primeira abordagem seria alocar o vetor local (x)
com tamanho correspondente a todo o dominio ¢ colocar os
elementos nas posigdes correspondentes a sua localizagio no
vetor global, mas, nesse caso, se utilizaria uma grande
quantidade de memoria sem necessidade real, como pode ser
visto na Fig 9.

Veor {v,, 0 v, «x

n-l a

X

X,

el

X,

el

X

el

v

Xnea neh

0 v
Fig. 9: Representagdo para o vetor x local de tamanho global

Alternativamente, outra abordagem seria armazenar as
partes dos vetores recebidas separadamente para cada vizinho,
como pode ser visto na Fig. 10. Desse modo, tem-se a
identificagio completa dos elementos de cada vizinho sem uso
desnecessario de memoria. Porém essa abordagem ndo se
mostrou totalmente satisfatoria devido a necessidade de se ter
um controle para saber quais sdo as células (elementos) na
matriz (A) que representam os esténceis , e a qual esténcil
essas células pertencem.

Vaor v, v} [ ® = % X xd  beeowdd
Fig. 10: Representagdo para o vetor x de modo separado

A solugdo adotada foi armazenar a parte da matriz
pertencente ao esténcil separadamente para cada vizinho, e em
forma de vetores. Assim as partes da matriz equivalente aos
esténceis estariam associadas aos vetores recebidos na
comunicagio e a um vetor contendo a enumeragdo da posigao
onde os resultados das operagdes devem ser colocados. Essas
informagbes sdo obtidas baseando-se na enumeragdo das
células do dominio do problema, conforme pode ser visto na
Fig 7. Uma ilustracio do formato de armazenamento do
esténcil utilizado é como na Fig. 11.
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Vetor x recebido {v,, v,,}  {ve Vol
Vetor estencil {en-ln en"i.mz} {en+h.n+4 emx....l}
Vetor linhas {n n+2}  {n+4  n+l}

Fig. 11: Representagdo para o formato de armazenamento empregado
neste trabalho para os esténceis

Desse modo, a multiplicagio matriz esparsa por vetor é
dividida em duas partes. Ou seja, AX=AXe) in+AXcel cqr ONde
AXq i denota a parte desse produto matrizxvetor em que
apenﬁs se considera as células internas ao dominio, e onde
AXqq oo denota a parte desse produto matrizxvetor referente
aos esténceis. Essa estrutura facilita a incorporagdo dos pré-
condicionadores baseados em decomposi¢do de dominio.

V. SOLUCAO PARALELA: PARALELISMO INTER E INTRA-
NODAL

O algoritmo do gradiente conjugado, ¢ composto por
operagdes entre vetores e matrizes, como soma e produto
escalar de vetores e multiplicagdo matriz vetor. Na versdo
implementada do GC, as operagdes de algebra linear que
foram paralelizadas sio:

1) Soma/subtragio de vetores, onde cada nodo executa a
operagdo sobre suas partes do vetor;

2) Multiplicag@o de escalar por vetor, onde cada nodo executa
a multiplicag@o do escalar pela parte do vetor que possui;

3) Produto escalar, onde cada nodo calcula a sua parte do
produto escalar com os dados que possui, e depois ¢ feita
uma operag¢do de redugdio com outros nodos para que o
produto escalar final possa ser calculado somando os
resultados obtidos por cada nodo;

4) Multiplicagéio matriz esparsa por vetor, que € a operagdo de
maior custo computacional, pois para executar esta, cada
nodo necessita saber informagdes sobre parte dos vetores
dos nodos vizinhos.

Na paralelizagio do algoritmo do gradiente conjugado,
existem dois pontos de sincronismo: apds as operagdes de
produto escalar locais, onde ocorre uma operagio de redugiio
para obter o produto escalar global, e antes das operagdes de
multiplicagdo matriz esparsa por vetor, onde sdo trocadas
informagdes sobre partes dos vetores.

No sincronismo intra nodos, surgiram duas alternativas de
implementagdo. A primeira seria separar as operagdes em
pequenas threads, cria-las e destrui-las de acordo com a
necessidade, sendo a thread principal responsavel por criar as
pequenas threads e apos a execugdo de todas destrui-las, e
entdo repetir o processo na proxima operagdo. Essa
abordagem foi avaliada no trabalho [5]. J& a segunda
alternativa seria manter a estrutura do programa que explorava
o paralelismo entre nodos, e criar threads secundarias
responsaveis por todas as operagdes, sendo o sincronismo
entre as operagdes contidas nas threads feito através de
barreiras.
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A opgio foi pela segunda alternativa pois ela mostrou-se
mais eficiente devido ao fato de nem todas as operagdes
necessitarem de sincronismos, somente as operagdes que
antecedem a comunicagdes entre 0s processos.

VI RESULTADOS OBTIDOS

Todos os algoritmos foram implementados utilizando a
linguagem de programagdo C e a biblioteca de trocas de
mensagens MPICH 1.2.1, sobre o S.0. Linux. Os testes foram
feitos em um cluster formado por nodos Pentium 111 550MHz
duais conectados pela rede Fast Ethernet. O erro utilizado
como critério de convergéncia do GC foi 10,

Conforme ja descrito foram usadas duas estratégias de
ordenagdo de mensagens, as quais foram comparadas com o
uso apenas do buffer. Os resultados estdo apresentados na no
Graf. 1. Os demais testes foram feitos usando a estratégia
local, pois foi a abordagem que apresentou melhores
resultados.

2 4 6 8
Numero de Processos

10 12

Graf. 1: Resultados obtidos com estratégias de ordenagéo.

Os resultados obtidos com o uso de multiplas threads sdo
apresentados no Graf. 2, onde se pode notar que quando da
diminuigdo da carga computacional, as miltiplas threads
obtiveram uma maior eficiéncia. No Graf. 2 comparou-se
execugdes com o mesmo niumero de processadores e ndo de
processos, pois um processo com duas rhreads faz uso do
mesmo numero de processadores que dois processos.

@ Processos ® Processos+Threads I

16

14

2 4 6 T 10 12
Nimero de Processadores

Graf. 2: Comparagdo entre o uso ou ndo de miltiplas threads.

Nos demais testes do GC, onde se analisou o desempenho
computacional do algoritmo com e sem pré-condicionadores,
utilizou-se apenas multiplos processos. No decorrer do
trabalho pretende-se desenvolver as versdes pré-condicionadas
do GC também fazendo o uso de multiplas threads. Assim, no
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graf 3. comparou-se os tempos de execugdo (em segundos) do
algoritmo do GC sem pré-condicionamento com os obtidos
com trés diferentes tipos de pré-condicionadores.
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Graf. 3: Resultados obtidos no uso de pré-condicionadores

A Tab. 6 mostra o numero de iteragdes do algoritmo do
GC usando os diferentes pré-condicionadores. Nesse caso
procurar-se diminuir 0 nimero de iteragdes em cada ciclo,
onde o ciclo é definido como o nimero total de iteragdes
necessarias para obter a acuracia desejada

Tab. 6: Nimero de iteragdes

Versides do GC
(sem e com pré-condicionamento)
GC GC GC GC-
Polinomial KS-DIC KS-IC
# Iteragdes 8 4 3 3
VII CONCLUSOES

As principais contribuigdes do artigo é o desenvolvimento
e a implementagéio de uma politica de comunicagdo, que pode
ser indispensavel quando da falta de buffer na biblioteca de
troca de mensagens, e de um formato e padrio para o
armazenamento ¢ a montagem dos sistemas de equagdes pré-
condicionados por métodos de decomposi¢do de dominio.

Os resultados obtidos mostram um bom ganho de
desempenho no uso de algoritmos de ordenagdo de mensagens
em relagdo ao uso apenas do buffer, principalmente a medida
que o niimero de processos cresceu € a comunicagio passou a
ser mais significativa. ]

Baseando-se nos resultados obtidos neste e em outros
trabalhos desenvolvidos [5], pode-se concluir que o uso de
multiplas  fhreads tem melhores resultados quando
comparados ao uso de apenas miltiplos processos em
subdominios de dimensdes menores.

Note-se que o GC com pré-condicionador polinomial
reduziu o nimero de iteragdes de 8 para 4, mas apresentou
tempos de execugdo similares ao obtidos com o GC sem pré-
condicionador. Os pré-condicionadores tipo fatoragdo
incompleta reduziram o nimero de iteragdes de 8 para 3 e
apresentaram um menor tempo de execugdo em relagio ao GC
sem pré-condicionador, & medida que o numero de
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subdominios cresceu e conseqientemente as matrizes de
coeficientes dos mesmos ficaram menores.
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